
۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

ضلع هاي طول با مربع هايي از استفاده با را صفحه در n ضلع به مربعي بتوان كه بيابيد را n طبيعي عدد كوچك ترين .۱
اختيار در يكي دقيقاً شده، ذكر مربع هاي از يك هر (از پوشاند. اصلي، مربع ضلع هاي موازي اضلاع با ۱, ۲, . . . , n − ۱

باشند.) داشته اشتراك يكديگر درون يا مرز روي مي توانند مربع ها و داريم
۶ پاسخ:

ضلع هاي طول با مربع هاي مساحت هاي مجموع كه است اين كرد را اين كار n ضلع به مربعي با بتوان اينكه براي لازم شرطي
داريم: n ≤ ۴ براي نباشد. كمتر n ضلع طول به مربع مساحت از ۱, ۲, . . . , n− ۱

۱۲ + ۲۲ + · · ·+ (n− ۱)۲ < n۲

همچنين: داد. انجام نمي توان را اين كار نتيجه در و

۱۲ + ۲۲ + ۳۲ + ۴۲ = ۳۰

۴ و ۳ ضلع به مربع هاي اما باشند. داشته اشتراك خانه ۵ در حداكثر بايد مربع ها ۵ ضلع به مربع پوشاندن براي بنابراين
نمي توان نيز ۵ ضلع به مربعي با پس داشت. خواهند اشتراك خانه ۲ در حداقل ۳ و ۲ ضلع به مربع هاي و خانه ۴ در حداقل
را ۲ و ۳ و ۴ و ۵ ضلع طول به هاي مربع است. امكان پذير اين كار صورت اين به ۶ ضلع طول به مربع با داد. انجام را اين كار

دهيم. مي قرار دلخواهي جاي در را يك ضلع طول به مربع و دهيم مي قرار گوشه چهار در

باشد؟ ۵ برابر ۲۵ بر n! تقسيم باقيمانده كه دارد وجود n طبيعي عدد چند .۲
۱ پاسخ:

n < ۱۰ بنابراين باشد. پذير بخش ۲۵ بر نبايد همچنين است. n ≥ ۵ پس باشد. پذير بخش ۵ بر بايد n! كه است روشن
است. ۵ برابر ۲۵ بر اش مانده باقي ۹! تنها نيز ۹ تا ۵ اعداد بين در است.

اگر است. درجه ۷۰ برابر B رأس زاويه و است قائمه A رأس زاويه كه است كاغذ جنس از قائم الزاويه مثلث يك ABC .۳
مثلث صورت به حاصل شكل كه بزنيم تا AD خط از را مثلث و كنيم انتخاب مثلث اين وتر روي بر را D نقطه بخواهيم

هستند.) درجه به (مقادير باشد؟ مي تواند زير مقادير از تا چند ∠BAD زاويه شود، ديده

۵, ۱۰, ۲۰, ۳۰, ۳۵, ۴۰, ۴۵, ۶۰, ۷۰, ۷۵

۵ پاسخ:
زاويه يعني نگيرد. قرار ADC مثلث بيرون AD خط به نسبت B نقطه قرينه كه هستند حالت هايي مطلوب حالت هاي
همين طور مي گيرد. قرار ∠BAC زاويه بيرون B قرينه صورت اين غير در چون باشد درجه ۴۵ از كمتر بايد ∠BAD

بنابراين مي گيرد. قرار ∠ABC زاويه بيرون B قرينه صورت اين غير در چون باشد درجه ۹۰ از كمتر بايد ∠BDA زاويه
باشيم: داشته بايد

۲۰ ≤ ∠BAD ≤ ۴۵.

۱ صفحه
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كنيم: تعريف x, y, z مثبت حقيقي عددهاي براي كنيد فرض .۴

f(x, y, z) = x+
۱

y +
۱
z

است؟ درست گزينه كدام
مي يابد. افزايش x, y, z متغير سه از يك هر شدن زياد با f(x, y, z) مقدار (۱

مي يابد. كاهش y, z شدن زياد با ولي مي يابد افزايش x شدن زياد با f(x, y, z) مقدار (۲

مي يابد. كاهش z شدن زياد با ولي مي يابد افزايش x, y شدن زياد با f(x, y, z) مقدار (۳

مي يابد. كاهش y شدن زياد با ولي مي يابد افزايش x, z شدن زياد با f(x, y, z) مقدار (۴
افزايش است ممكن آن ها مقدار به بسته y, z شدن زياد با ولي مي يابد افزايش همواره x شدن زياد با f(x, y, z) مقدار (۵

كند. پيدا كاهش يا
۴ گزينه پاسخ:

مقدار دارد، قرار ۱
y+ ۱

z
كسر مخرج در y چون همچنين يابد. مي افزايش f(x, y, z) مقدار x افزايش با كه است روشن

افزايش ۱
y+ ۱

z
مقدار بنابراين يابد. مي كاهش ۱

z
مقدار z افزايش با دانيم مي طور همين يابد. مي كاهش y افزايش با كسر

يابد. مي

مجموعه كه به گونه اي كرد انتخاب {۱} تك عضوي مجموعه از را E و D ،C ،B ،A زيرمجموعه هاي مي توان حالت چند به .۵
نباشد؟ تهي ((A ∪ B) ∩ C) ∪ ((A ∩D) ∪ E)

است. زوج عددي حاصل 

۲۴ پاسخ:

است هايي حالت باشد تهي يادشده مجموعه كه هايي حالت است. ۲۵ = ۳۲ برابر ها مجموعه اين هاي حالت كل تعداد
حداقل بايد باشد تهي (A ∪ B) ∩ C اينكه براي باشند. تهي (A ∩D) ∪ E و (A ∪ B) ∩ C مجموعه دو هر كه
نباشد، تهي C كه صورتي در و است ۴ با برابر باشد تهي C كه حالت هايي تعداد بنابراين باشد. تهي C و A ∪ B از يكي
اينكه براي دارد. وجود حالت ۵ باشد تهي (A ∪ B) ∩ C اينكه براي مجموع در پس هستند. تهي B و A دوي هر
مجموع در پس است. ممكن حالت ۳ و ۱ به ترتيب به كه باشند تهي E و A∩D دوي هر بايد باشد تهي (A ∩D)∪E

داريم. حالت ۳۲ كل از نامطلوب حالت ۸

۲ صفحه
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است؟ درجه چند ∠BPC زاويه .DB = DF =
√۲ و AC = AE =

√۳ و است ۱ دايره شعاع زير شكل در .۶

۳۰ پاسخ:
بنابراين است. ۲R sinα برابر R شعاع به دايره اي در α اندازه با كماني با متناظر وتر طول مي دانيم سينوس ها قضيه طبق

sin

⌢
BD

۲ = sin

⌢
DF

۲ =

√۲
۲ , sin

⌢
AC

۲ = sin

⌢
AE

۲ =

√۳
۲ .

علاوه: به
⌢
BD

۲ +

⌢
DF

۲ ,

⌢
AC

۲ +

⌢
AE

۲ < ۱۸۰.

نتيجه: در
⌢
BD=

⌢
DF= ۹۰◦,

⌢
AC=

⌢
AE= ۱۲۰◦

⇒
⌢
BF= ۱۸۰◦,

⌢
CE= ۱۲۰◦ ⇒ ∠P =

⌢
BC +

⌢
EF

۲ = ۳۰◦

۳ صفحه
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عبارت كه دارد وجود n ≤ ۱۰۰ طبيعي عدد چند .۷

log۲(
π

n
+ sin(

π

n
))

باشد؟ مثبت
۶ پاسخ:

نابرابري اينكه با است معادل شده داده عبارت بودن مثبت

۱ <
π

n
+ sin(

π

n
)

هستند. نزولي ً اكيدا n ≥ ۲ براي sin(π
n
) و π

n
دنباله هردو طرفي از و است π برابر فوق عبارت n = ۱ براي باشد. برقرار

داريم: طور همين
π

۶ >
۳
۶ =

۱
۲ = sin

π

۶ .

داريم: n ≤ ۶ براي بنابراين
۱ <

π

n
+ sin(

π

n
).

همچنين
π

۷ <
۳/۵
۷ =

۱
۲ .

داريم: n ≥ ۷ براي بنابراين
۱ >

π

n
+ sin(

π

n
).

شود؟ كامل مربع حاصل شود جمع ارقامش از كدام هر با اگر كه داريم رقمي ۳ طبيعي عدد چند .۸
۱ پاسخ:

اختلاف پس است. n ≥ ۱۰ باشد رقمي ۳ عددي k = n۲ اگر همين طور (n+ ۱)۲ = n۲ + ۲n+ ۱ كه كنيد توجه
مسأله شرايط نمي تواند باشد نداشته يكساني ارقام رقمي ۳ عددي اگر نتيجه در است. ۲۱ حداقل رقمي ۳ كامل مربع عدد دو

داريم: باشد مطلوب عددي m اگر بنابراين داشته باشد. را

m = ۱۱۱a, ۱ ≤ a ≤ ۹.

است. ممكن حالت تنها a = ۷ نتيجه در باشد. كامل مربع بايد m+ a = ۱۱۲a = ۱۶ × ۷a ازطرفي

۴ صفحه
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نيستند راست خط شكل به لزوماً جاده ها كنيم. احداث جاده اي شهر دو هر بين مي خواهيم كه داريم شهر ۶ منطقه اي در .۹
وجود به چهارراه يك كنند قطع را يكديگر كه جاده اي دو هر نمي كنند. قطع را يكديگر نقطه يك در جاده اي سه هيچ و

كنيم؟ مي پيدا نياز چهارراه چند به حداقل جاده ها اين احداث براي مي آورند.
۳ پاسخ:

يا كه رئوسي با و نيستند راست خط لزوماً ضلع هايشان كه چندضلعي مرز با نواحي به شهرها بين مناطق جاده ها احداث از پس
جاده ها كنيد فرض گيريم. مي نظر در نيز كرده احاطه را ناحيه ها همه كه ناحيه اي مي شوند. تقسيم چهارراه يا و هستند شهر
وجود به چهارراه ۳ حالت اين در دهيم نشان مي خواهيم آمده است. وجود به چهارراه كم ترين كه شده اند احداث روشي به
جاي به داشته باشند تقاطع شده اند احداث شهرها اين بين كه جاده هايي اگر بگيريد. نظر در دلخواه به را شهر چهار آمده است.
جديد شهر ۴ جاده هاي هم باز اگر بگيريد نظر در را پنجم شهر مي شود رد آن ها از متقاطع جاده هاي كه شهرهايي از يكي
و يافته ايم تقاطع ۳ حداقل داشتند تقاطع هم باز اگر كنيد. تكرار را ششم شهر با شهر يك تعويض كار همين داشت تقاطع
نواحي ندارند. تقاطعي بينشان جاده هاي كه كنيم انتخاب شهر ۴ بتوانيم كه مي ماند باقي حالت هايي پس مي شود. تمام كار
مي آيد وجود به دوحالت بگيريد نظر در را ديگر شهر دو اگر خواهندداشت. ضلعي ۳ مرزهايي جاده ها اين توسط شده ايجاد
در كه را اوليه شهر ۴ آن از شهري بناميد. S را ناحيه اين باشند. يادشده نواحي از يكي در دو هر كه است حالتي اول حالت
كنيم اضافه را S ناحيه رئوس و جديد از  شهرهاي يكي بين جاده هاي وقتي حالت اين در بناميد. A نيست ناحيه اين مرز
مي ناميم. B را آن كه نيست تازه ناحيه اين مرز در S ناحيه رئوس از يكي و گيرد مي قرار تازه ناحيه ۳ از يكي در دوم شهر
احداث براي چهارراه يك و A و جديد شهر دو بين جاده هاي احداث براي چهارراه دو جاده ها كردن كامل براي نتيجه در
مشابه استدلالي با هم بگيرند قرار مختلف ناحيه دو در جديد شهر دو كه حالتي در بود. خواهد نياز B و دوم شهر  بين جاده

است. لازم جاده ۳ حداقل مي شود ثابت

۵ صفحه
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است؟ تا چند كند، صدق زير ويژگي دو در كه f : Z → Z پوشاي و يك به يك توابع تعداد .۱۰

f(f(x)) + x = ۲f(x)

f(۱۴۰۴) = ۲۰۲۶

نهايت بي (۵ ۲۰۲۵ (۴ ۱۴۰۴ (۳ ۲ (۲ ۱ (۱
۵ گزينه پاسخ:

بگيريد: درنظر را زير مجموعه
A = {۱۴۰۴ + ۶۲۲k : k ∈ Z}

مجموعه ℓ دلخواه زوج صحيح عدد و j دلخواه فرد صحيح عدد براي

B = {j + ℓk : k ∈ Z}

همين طور و كنيم تعريف m برابر A ∪ B از خارج m دلخواه صحيح عدد هر ازاي به را f تابع مقادير اگر كنيد. تعريف را
صورت به n = ۱۴۰۴ + ۶۲۲k براي

f(n) = ۱۴۰۴ + ۶۲۲(k + ۱)

را مطلوب شرايط f تابع كنيم، تعريف f(n) = j + ℓ(k + ۱) صورت به n = j + ℓk براي هم چنين و كنيم تعريف
است. بي نهايت جواب داريم، ℓ و j براي انتخاب بي نهايت چون نتيجه در داشت. خواهد

۶ صفحه
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آن ها به كه نوري پرتوي هر كه هستند طوري آينه ها داريم. زير شكل مطابق آينه اي ديواره هاي با منتظم ضلعي پنج يك .۱۱
مي باشد. ∠Y XC زاويه دوبرابر ∠BXA زاويه زير شكل در مثال عنوان به مي شود. بازتاب نصف شده زاويه با كند برخورد
آينه ها با X نقطه در اولين بار براي شكل مطابق كه بتابانيم BC پاره خط درون دلخواه نقطه اي به پرتويي A رأس از اگر

كرد؟ خواهد برخورد ضلع كدام آينه با بار امين ۱۴۰۴ براي كند، برخورد
دارد. X به بستگي (۵ AE (۴ DE (۳ CD (۲ BC (۱

۴ گزينه پاسخ:
استدلال كرد. خواهد برخورد ساعتگرد جهت در مجاورش ضلع با ضلعي از شدن بازتاب هربار از پس نور پرتوي مي كنيم ثابت

مي دانيم است. مشابه كاملاً استدلال بعدي برخوردهاي در و مي كنيم بيان اول برخورد براي را

∠AXB < ۱۸۰ − ∠ABX = ۷۲ ⇒ ∠CXY < ۳۶.

داريم: طرفي از
∠CXD > ∠CBD = ۳۶.

بنابراين داشت. خواهد برخورد CD ضلع با و دارد قرار مثلث درون XY پرتو نتيجه در ∠CXD > ∠CXY بنابراين
مي كند. برخورد AE ضلع با ۱۴۰۴ام برخورد در و بود خواهد ۵ تناوب با و متوالي صورت به اضلاع برخورد محل

۷ صفحه
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باشد؟ داشته صحيح ريشه x۲ + px+ q چندجمله اي كه طوري به دارد وجود مثبت اول اعداد از (p, q) مرتب زوج چند .۱۲
۱ پاسخ:

داشت: خواهيم باشد چندجمله اي اين ريشه a صحيح عدد اگر مي دانيم

x۲ + px+ q = (x− a)(x− b)

يكي و بود خواهند منفي b و a اعداد نتيجه در و .ab = q و a+ b = −p همچنين است. صحيح عددي نيز b عدد كه
بود. خواهد (۳, ۲) قبول قابل مرتب زوج تنها و است p = q + ۱ پس است. −۱ برابر آن ها از

باشيم: داشته x هر براي كه بيابيد را f : {۱, ۲, · · · , ۶} → {۱, ۲, · · · , ۶} توابع تعداد .۱۳

f(f(f(x))) = x.

است. فرد عددي حاصل 

۸۱ پاسخ:

صورت اين غير در چون f(f(i)) ̸= i صورت اين در ،f(i) = j ̸= i باشيم داشته ۱ ≤ i ≤ ۶ يك براي اگر
بنابراين بود. خواهد f(f(f(i))) = j صورت اين غير در چون f(f(i)) ̸= j همين طور مي شود. f(f(f(i))) = j

صورت اين در كه كنيد توجه بود. خواهند متمايز عدد سه f(f(i)) و f(i) ،i يا و f(i) = i يا ۱ ≤ i ≤ ۶ هر براي
داريم:

{f(i), f(j), f(k)} = {i, j, k}

بدانيم عدد ۳ براي اگر علاوه به و
{f(i), f(j), f(k)} = {i, j, k}

k و j ،i روي f مقدار است k و j ،i از يك كدام f(i) اينكه دانستن با چون دهد رخ است ممكن طريق ۳ به اتفاق اين
مي كنيم. تقسيم تايي ۳ گروه ۲ به را اعداد طريق

(۶
۳
)
/۲ = ۱۰ به ابتدا حالت ها كل شمارش براي نتيجه در مي شود. مشخص

۳ × ۳ × ۱۰ = ۹۰ نهايت در پس كنيم. مي مشخص را همديگر به شدن نگاشته نحوه طريق ۳ به گروه هر براي سپس
مسأله جواب بنابراين شمرده ايم بار يك را هماني تابع گروه دو به تقسيم هر در شمارش، روش اين با اما داشت. خواهيم حالت

است. حالت ۸۱

۸ صفحه



۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

DC و BD طول و باشند مثلث اين ثقل مركز G نقطه و A رأس ارتفاع پاي D نقطه اگر است. شده داده ABC مثلث .۱۴
است؟ گزينه كدام DG طول باشند. ۵ ۴و و ۲ ترتيب به AC و

√۷
۲ (۵ ۶

۵ (۴
√۱۳

۳ (۳ ۱۹
۱۵ (۲ ۱۱√۵

۲۱ (۱

۳ گزينه پاسخ:
در باشد. DG خط با BC با موازي و A از گذرنده خط تقاطع نقطه P و باشد BC پاره خط وسط نقطه M كنيد فرض
طول است، ۱ براير DM طول چون نتيجه در هستند. متشابه ۲ به ۱ نسبت با PGA و DGM مثلث دو صورت اين
طول و است

√
۳۲ + ۲۲ برابر DP طول است، √۵۲ − ۴۲ = ۳ برابر AD طول چون علاوه به بود. خواهد ۲ برابر AP

بود. خواهد
√۱۳

۳ برابر DG

۹ صفحه



۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

باشيم: داشته ،a, b متمايز صحيح عدد دو هر براي اگر مي گوييم فاصله افَزا را f : Z → Z تابع .۱۵

|f(a)− f(b)| > |a− b|.

هستند؟ درست همواره توابع اين مورد در زير عبارت هاي از چندتا

ندارد. وجود فاصله افَزا پوشاي تابع •

ندارد. وجود فاصله افَزا يك به يك تابع •

است. نوع همين از تابعي فاصله افَزا تابع دو هر مجموع •

است. نوع همين از تابعي فاصله افَزا تابع دو هر تركيب •

است. نوع همين از تابعي فاصله افَزا تابع دو هر ضرب •

۲ پاسخ:
ممكن كه باشد ۰ بايد |a− b| صورت دراين ، f(b) = ۱ و f(a) = ۰ و باشد تابعي چنين f اگر است. درست اول گزازه

نيست.
است. شرايط اين با تابعي f(x) = ۲x است. نادرست دوم گزاره

كه است ۰ ثابت تابع آن ها جمع ولي هستند فاصله افزا تابع دو g(x) = −۲x و f(x) = ۲x است. نادرست سوم گزاره
نيست. فاصله افزا

داريم: y و x صحيح عدد دو هر براي باشند، فاصله افزا توابعي g و f اگر چون است. درست چهارم گزاره

|f(g(x))− f(g(y))| > |g(x)− g(y)| > |x− y|.

x = ۱ و x = ۰ براي آن ها ضرب ولي هستند فاصله افزا g(x) = −۲x+ ۲ و f(x) = ۲x است. نادرست پنجم گزاره
است. ۰ برابر

۱۰ صفحه



۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

حذف عددها بعضي روش اين در كند. اجرا آن ها روي را غربالي روش دارد سعي و است نوشته را ۲۰۰ تا ۱ اعداد مسعود .۱۶
كه عددي كوچك ترين دور مرحله هر در سپس و مي كند حذف را ۱ عدد ابتدا او مي شود. كشيده دايره بعضي دور و مي شوند
مضارب بقيه و كشد مي دايره را نشده اش حذف مضرب كوچك ترين همراه به شده، كشيده دايره دورش نه و شده حذف نه

است؟ شده كشيده دايره عدد چند دور كار اين پايان از پس مي كند. حذف را آن
است. زوج عددي حاصل 


۵۲ پاسخ:
قبل مراحل در ۱ جز به p از كوچكتر اعداد مضارب تمام چون شود، كشيده دايره kp و p عدد دور اگر مرحله، هر آغاز در
نتيجه در و باشد ۱ جز به خود از كوچكتر اعداد مضرب نمي تواند p است، شده كشيده دايره دورشان يا و شده اند حذف يا
قبلي مراحل در p۲ هم چنين مي شد. حذف قبل مراحل در وگرنه باشد p از كمتر نمي تواند نيز k علاوه به است. اول عددي

است. شده كشيده دايره اول اعداد مجذور و اول اعداد دور دقيقاً نتيجه در است. k = p بنابراين است. نشده حذف

۱۱ صفحه



۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

مثلث ها همه كه است شده رسم آن درون شبكه اي است. ۲ آن اضلاع طول كه داريم منتظم ضلعي شش يك زير شكل در .۱۷
صورت به و نمي داند را علي موقعيت سينا ايستاده اند. S نقطه در سينا و A نقطه در علي هستند. الاضلاع متساوي آن در
قرار شبكه مثلث هاي از يكي رأس روي سينا حركت هر از بعد مي كند. حركت شبكه روي واحد ۱ بار هر و بار دو تصادفي
دو مستقيم فاصله از (منظور است؟ چند نشود بيش تر علي از سينا مستقيم فاصله اينكه احتمال حركت، دو اين از پس دارد.

است.) √۳ برابر ابتدا در سينا و علي مستقيم فاصله مثال عنوان به است. آن ها بين واصل پاره خط طول نقطه
۱
۴ (۵ ۲

۳ (۴ ۳
۴ (۳ ۱

۳ (۲ ۱
۲ (۱

۱ گزينه پاسخ:
دارند. قرار ۵ و ۳ شماره خطوط در ترتيب به A و S نقطه هاي كنيم، شماره گذاري بالا به پايين از را شكل افقي خطوط اگر
موجود تقارن دليل به بگيرد. قرار ۵ يا ۴ خطوط در يا و S نقطه در نهايت، در سينا كه است حالت هايي مطلوب حالت هاي
در نهايت، در كه است حالت هايي تعداد با برابر بگيرد قرار ۲ يا ۱ خطوط در سينا نهايت در كه حالت هايي تعداد شكل، در
باشد ۳ خط روي نهايت در سينا كه حالت هايي بين نامطلوب و مطلوب حالت هاي تعداد هم چنين بگيرد. قرار ۵ يا ۴ خطوط
رسيدن حالت هاي تعداد و بازگردد و برود جهت ۶ در مي تواند بگيرد، قرار S نقطه در نهايت در اينكه براي چون است برابر
مجموع در نتيجه در است. ۲ برابر ۳ خط انتهايي نقطه دو به رسيدن راه هاي تعداد و ۴ برابر ۳ خط در S مجاور نقطه دو به

است. مطلوب حالت ها نصف دقيقاً

۱۲ صفحه



۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

روي ترتيب به F و E نقاط است. شده  داده  ۱ ساق طول و A قائمه رأس با ABC متساوي الساقين و قائم الزاويه مثلث .۱۸
برابر ME است. كرده قطع را وتر M در EF عمودمنصف و AE = FC = ۱

۳ كه شده اند انتخاب طوري AC و AB
است؟ گزينه كدام

√۱۳
۷ (۵ ۹

۱۷ (۴ ۱
۲ (۳ ۱۳

۲۵ (۲
√۱۰

۶ (۱

۱ گزينه پاسخ:
داريم: هم چنين بود. خواهد AN = NC و است وتر بر وارد ميانه AN باشد، BC پاره خط وسط نقطه N اگر

∠EAN = ∠FCN = ۴۵◦

EF عمودمنصف روي N نتيجه در و بود خواهند هم نهشت FCN و EAN مثلث دو ، EA = FC چون بنابراين .
مثلث نتيجه در ∠EMF = ∠AMC = ۹۰◦ پس ∠EMA = ∠FMC طرفي از . N = M نتيجه در و است

و است متساوي الساقين و قائم الزاويه EMF

ME =

√۲
۲ EF =

√۲
۲ ·

√۵
۳ =

√۱۰
۶ .

۱۳ صفحه



۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

داشته وجود حقيقي ضرايب با Q(x) و P (x) ثابت غير چندجمله اي هاي آن ها، ازاي به كه α حقيقي اعداد تمام مجموع .۱۹
است؟ گزينه كدام باشد، برقرار x حقيقي عدد هر براي زير تساوي كه باشند

P (x)۳ +Q(x)۳ = P (x)۲ + αP (x)Q(x) +Q(x)۲

۰ (۵ −۲ (۴ ۲ (۳ −۱ (۲ ۱ (۱
۱ گزينه پاسخ:

داريم: چون
P (x)۳ +Q(x)۳ = (P (x) +Q(x))(P (x)۲ − P (x)Q(x) +Q(x)۲)

مطلوب نتيجه به α = ۲ و Q(x) + P (x) = ۰ يا و α = −۱ و Q(x) + P (x) = ۱ دادن قرار با كه است روشن
اگر باشد. ثابت بايد P (x) +Q(x) جمله اي چند رسيم مي نتيجه به تساوي طرف دو درجه مقايسه با طرفي از مي رسيم.

داريم: P (x) +Q(x) = c

c۳ = (P (x) +Q(x))۳

= P (x)۳ +Q(x)۳ + ۳cP (x)Q(x)

= P (x)۲ + (α + ۳c)P (x)Q(x) +Q(x)۲

= c۲ + (α + ۳c− ۲)P (x)Q(x)

= c۲ + (α + ۳c− ۲)P (x)(c− P (x))

معادلاً:

c۳ − c۲ = (α + ۳c− ۲)(cP (x)− P (x)۲)

نتيجه در . c = ۱ يا c = ۰ و α + ۳c − ۲ = c۳ − c۲ = ۰ مي شود نتيجه تساوي طرفين درجه مقايسه با ً مجددا
.α = ۲ يا α = −۱

۱۴ صفحه



۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

دستگاه يك سالن اين روشنايي تنظيم براي است. شده  مجهز هستند تا ۴۰ حداكثر مي دانيم كه لامپ تعدادي به سالني .۲۰
كردن خاموش به شروع مي شود بيش تر نور تدريج به كه صبح ها دستگاه اين است. شده  داده  قرار نور حس گر داراي و خودكار
بزرگ ترين d و باشد روشن لامپ n اگر مرحله هر در كه است صورت بدين آن روش مي كند. روشن لامپ هاي از برخي
يك به رسيدن تا مرحله چند حداكثر صورت اين در مي كند. خاموش را لامپ d دستگاه d < n كه باشد n مقسوم عليه

مي كشد؟ طول روشن لامپ
۷ پاسخ:

اين در n = pk و مي شمارد را n كه باشد اولي عدد كوچك ترين p و كنيم شروع روشن چراغ n با اگر كه كنيد توجه
در باشيم، داشته روشن چراغ زوجي تعداد مرحله اي در اگر داشت. خواهيم روشن چراغ (p − ۱)k بعد مرحله در صورت
خواهد روشن چراغ k حداكثر مرحله دو از پس باشد n = ۲k + ۱ اگر همچنين شود. مي نصف تعدادشان بعدي مرحله
از كمتر نتيجه در و بود خواهد روشن ها چراغ ۱

۸ حداكثر مرحله ۵ از پس روشن، چراغ زوجي تعداد از شروع با بنابراين بود.
نيز تعداد اين و داريم.) چراغ ۵ از كمتر مرحله ۴ از بعد كنيم شروع روشن چراغ ۴۰ با اگر ) داشت. خواهيم روشن چراغ ۵
مي شود. تمام كار مرحله ۷ حداكثر با باشد زوج اوليه تعداد اگر كرديم ثابت نتيجه در مي رسد. ۱ به مرحله دو از پس حداكثر
حداكثر مرحله ۲ از پس بنابراين شود. مي k بعد مرحله در و ۲k بعد مرحله در باشد ۳k و فرد روشن هاي چراغ تعداد اگر
پس رسند. مي عدد ۱ به مرحله ۳ از بعد اعداد اين همه كه خواهدبود ۶ حداكثر ديگر مرحله دو از پس كه مي شود عدد ۱۳
روشن چراغ ۵k اگر همچنين داشت. خواهيم مرحله هفت حداكثر كرديم ثابت هم ۳ مضرب اعداد براي زوج، اعداد مشابه
مرحله، ۵ از بعد پس شود. مي تبديل k و ۲k ، ۴k به ترتيب به بعد مراحل در نباشد، بخش پذير ۳ و ۲ بر تعداد اين و باشد
كنيم شروع روشن، چراغ مركبي و فرد تعداد با اگر نتيجه در مي رسد. پايان به ديگر مرحله دو با كه بود خواهد تا ۴ حداكثر
آن هايي براي نيز اول اعداد مورد در شود. مي تمام كار مرحله ۷ حداكثر از پس است، ۵ يا ۳ آن اول عامل كوچك ترين چون
اعدادي تنها است. كافي مرحله ۷ مي شود ثابت ً مجددا بود خواهند تا ۳ از كمتر مرحله ۶ از پس چون هستند ۲۴ از كمتر كه
مرحله ۷ به ۳۹ چون نتيجه در ندارند. نياز مرحله ۷ از بيش به ببينيم مي توانيم كه هستند ۳۷ و ۳۱ ،۲۹ نشده اند بررسي كه

بود. خواهد ۷ جواب دارد نياز

۱۵ صفحه



۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

باشيم: داشته a, b, c ∈ [۱, ۲] كه a, b, c حقيقي عدد سه هر ازاي به كه K حقيقي عدد كوچك  ترين .۲۱

a۳ + b۲ + c ≤ Kabc

است؟ گزينه كدام
۴ (۵ ۲√۶ (۴ ۵ (۳ ۲√۷ (۲ ۶ (۱

۳ گزينه پاسخ:
۵ حداقل مسأله جواب بنابراين است برقرار a۳ + b۲ + c = ۵abc رابطه c = ۱ و b = ۱ ، a = ۲ براي مي دانيم
c برحسب a۳ + b۲ + c−Kabc عبارت باشند ثابت b و a اگر . K ≥ ۵ مي كنيم فرض استدلال ادامه در پس است.
خواهد ۲ يا ۱ در باشد منفي يا مثبت آن شيب اينكه به بسته [۱, ۲] بازه در را مقدارش بيشترين كه است خط يك معادله
رأس و بالاست به رو كه است سهمي يك معادله a۳ + b۲ + c−Kabc عبارت باشند ثابت c و a اگر همين طور داشت.
مي گيرد. ۱ در را مقدارش بيشترين و است نزولي [۱, ۲] بازه در سهمي اين Kac ≥ ۵ چون كه دارد قرار Kac

۲ در آن
هر براي a۳ + ۳ ≤ ۲Ka و a۳ + ۲ ≤ Ka باشيم: داشته a ∈ [۱, ۲] هر براي كه باشد طوري K اگر نتيجه در

داشت: خواهيم a, b, c ∈ [۱, ۲]
a۳ + b۲ + c ≤ Kabc.

نتيجه در است. برقرار a۳ + ۳ − ۱۰a ≤ ۰ و a۳ + ۲ − ۵a ≤ ۰ روابط a ∈ [۱, ۲] هر براي مي دهيم نشان
مي كنيم. علامت تعيين را a۳ + ۲ − ۵a = (a − ۲)(a۲ + ۲a − ۱) چندجمله اي است. ۵ جواب كه مي شود ثابت
هستند −۱ ±

√۵
۲ ريشه هايش كه است ۲ درجه چندجمله اي يك a۲ + ۲a − ۱ و است منفي [۱, ۲) بازه در a − ۲

چندجمله اي همين طور است. برقرار [۱, ۲] بازه در a۳ + ۲ − ۵a ≤ ۰ بنابراين است. مثبت [۱, ۲] بازه در نتيجه در و
و است منفي [۱, ۲] بازه در a − ۳ مي كنيم. علامت تعيين را a۳ + ۳ − ۱۰a = (a − ۳)(a۲ + ۳a − ۱)
است. مثبت [۱, ۲] بازه در نتيجه در و هستند − ۳

۲ ±
√۱۳

۲ ريشه هايش كه است ۲ درجه چندجمله اي يك a۲ + ۳a− ۱
است. برقرار [۱, ۲] بازه در a۳ + ۳ − ۱۰a ≤ ۰ بنابراين

۱۶ صفحه



۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

در را خود قند حبه مي تواند كس هر دارد. قرار قند حبه يك و چاي ليوان يك هركس جلوي نشسته اند. ميز يك دور نفر ۸ .۲۲
به اتفاق اين شده اند. شيرين چاي ها همه قندها، حبه همه انداختن از بعد بياندازد. مجاورش فرد دو از يكي يا خودش ليوان

دهد؟ رخ مي تواند مختلف حالت چند
۴۹ پاسخ:

خودش چاي در را قند صف اول نفر اگر باشد. fn با برابر گرفته اند قرار صف يك در كه نفر n براي مسأله پاسخ كنيد فرض
دوم نفر بريزد دوم نفر چاي در را قند اول نفر اگر و كنند شيرين را هايشان چاي تواند مي طريق fn−۱ به افراد بقيه بريزد،
n هر براي بنابراين كنند. شيرين را چاي هايشان توانند مي طريق fn−۲ به افراد بقيه و بريزد اول نفر چاي در را قند بايد

است: صورت اين به fn دنباله اول جمله چند . fn = fn−۱ + fn−۲ داريم

۱, ۲, ۳, ۵, ۸, ۱۳, ۲۱, ۳۴

چاي ها همه چون بريزد خودش چاي در را قند ۱ نفر اگر كنيم. شماره گذاري را ميز دور افراد و باشند ميز يك دور نفر n اگر
بود. خواهد fn−۱ با برابر مطلوب حالات تعداد نتيجه در و نمي ريزد ۱ شماره چاي در قند ديگري كس پس شده اند شيرين
شماره اگر و داشت. خواهيم حالت fn−۲ بريزد ۱ شماره چاي در هم ۲ شماره و بريزد ۲ شماره چاي در را قند يك شماره اگر
۱ شماره كه زماني اتفاق اين مشابه داريم. حالت يك و بريزند بعدي نفر چاي در هستند مجبور همه بريزد ۳ شماره چاي در ۲
fn−۱ +۲fn−۲ +۲ برابر ميز يك دور نفر n براي حالت ها تعداد نهايت در و دهد مي رخ نيز بريزد n شماره چاي در را قند

مي شود. ۴۹ برابر n = ۸ براي كه بود خواهد

كه دارند قرار گونه اي به مثلث، رئوس از متمايز و ABC مثلث محيطي دايره روي .۲۳

AX = AB,BY = BC,CZ = CA

۶۰◦ و ۳۰◦ زاويه هاي با قائم الزاويه مثلث يك CX,AY,BZ پاره خط هاي طول با برابر اضلاع طول با مثلثي دانيم مي
است؟ چند درجه ۱۵ با ABC مثلث زاويه كوچك ترين اختلاف است.

۵ پاسخ:
داشت: خواهيم مسأله فرض به توجه با . ∠B > ∠A > ∠C كنيد: فرض مسأله كليت از شدن كاسته بدون

⌢
CX

۲ = ∠B − ∠C,
⌢
AY

۲ = ∠A− ∠C,
⌢
BZ

۲ = ∠B − ∠A

خواهد
⌢
XT=

⌢
AY كمان ها مقدار به توجه با باشد.

⌢
CT=

⌢
BZ كه بگيريد درنظر طوري

⌢
CX كمان روي را T نقطه

CX,AY,BZ پاره خط هاي طول با اضلاع طول با مثلثي CTX پس . XT = AY و CT = BZ بنابراين بود.
يا و ۱۰◦, ۷۰◦, ۱۰۰◦ يا مثلث زواياي نتيجه در .

⌢
CT= ۱۲۰◦ يا

⌢
CT= ۶۰◦ و

⌢
CX= ۱۸۰◦ بنابراين بود. خواهد

بود. خواهند ۲۰◦, ۵۰◦, ۱۱۰◦

۱۷ صفحه



۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

داشته باشد وجود i آن گاه باشند، n مثبت شمارنده هاي تمام d۱ < d۲ < · · · < dk اگر كه بيابيد را n طبيعي اعداد تعداد .۲۴
باشد. برقرار di + ۲۵ = dk−۱ كه

نهايت بي (۵ ۱۲ (۴ ۶ (۳ ۴ (۲ ۱ (۱
۳ گزينه پاسخ:

داريم: همچنين است. dk−۱ =
n
p

باشد n اول عليه مقسوم كوچك ترين p اگر
n

p
− ۲۵|n, n

p
− ۲۵|n− ۲۵p ⇒ n

p
− ۲۵|۲۵p

p = ۲ بنابراين باشد. n عليه مقسوم نمي تواند پس خواهدبود زوج n
p
− ۲۵ و است فرد نيز n باشد، فرد p اگر طرفي از

هستند. ۱۵۰ و ۱۰۰ ،۷۰ ،۶۰ ،۵۴ ،۵۲ ممكن جواب هاي نتيجه در باشد. برقرار بايد n
۲ − ۲۵|۵۰ نتيجه در است.

۱۸ صفحه



۱۴۰۴ بهمن رياضي المپياد دوره چهارمين و چهل اول مرحله پاسخ نامه 

تقسيم هم نهشت مستطيل ۹ به PQ خط با موازي خط ۸ با مستطيل اين دارد. زير شكل به مستطيلي نوار يك ايمان .۲۵
بچسباند هم به طوري را QR و PS اضلاع مي خواهد او شده اند. مشخص بالاتر شكل در خط چين با خطوط اين شده است.
سپس و نوار از نيمه يك كردن رو و پشت با پايين تر، شكل مطابق را كار اين او بچسبد. S به Q نقطه و R به P نقطه كه
برش شده مشخص خط چين ۸ از را حاصل شكل اضلاع، چسباندن از پس ايمان مي دهد. انجام شده ياد اضلاع چسباندن

بود؟ خواهد تكه چند حاصل شكل نهايت در اين كار با مي زند.

R

SQ

P

۵ پاسخ:
چسبد مي پاييني نوار طرف دو به بالايي نوار طرف دو چسباندن نحوه اين با كه شده تقسيم باريك افقي نوار ۹ به مستطيل
بالا از دوم نوارهاي براي وضعيت اين مشابه مي دهند. تشكيل را تكه يك پاييني و بالايي نوار خط چين ها زدن برش از پس و
رخ نيز پايين از چهارم و بالا از چهارم نوارهاي براي همچنين و پايين از سوم و بالا از سوم نوارهاي براي و پايين از دوم و

داشت. خواهيم تكه ۵ نهايت در پس بود. خواهد تكه يك تنهايي به هم وسط نوار مي دهد.

۱۹ صفحه


