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  به نام او

  ۱۳۸۷ن المپياد رياضی کشور، سال حل سؤالات مرحله اول بيست و هفتمي راه

 

    . صحيح است )ب( ی گزينه.۱

´و  باشد ۹ تواند می تنها و لذا اين ستاره دارد ۸رقم دهگان  ،۹ عدد بالا در ی حاصل ضرب اولين ستاره =9 9 پس اولين  ،81
در . تواند باشد می ۲ دارد پس تنها ۲رقم دهگان   ۸ ی به اضافه ۹ بالا در ی ضرب دومين ستاره حاصل .است ۱ی پايين رقم  ستاره

و در است  ۲برابر  بالا ی  است پس سومين ستاره ۲۰، ۹ی بالا در   ضرب سومين ستاره  حاصل .است ۶ پايين ی رهنتيجه دومين ستا
يکان حاصل  پايين برابر ی نتيجه آخرين ستاره در .است ۱دارد پس ۱دهگان  ،۲به اضافه ی  ۹بالا ضرب در  ی نهايت آخرين ستاره

´ است ۱زير يعنی  + =9 1 2   .باشد می ۹برابر است که مجموع ارقامش  ۱۱۰۶۱ ضرب برابر در نتيجه حاصل. 11

  

  .صحيح است )ه( ی گزينه.۲

 و دارد ۷يا (حالت دارد ۲دام از آنها بايد داشته باشد پس هر ک ۷يک عامل  پس حداقل يکی از اين اعداد ،دارد ۷يک عامل  ۷۰۰۰

32-درنتيجه به  .نداشته باشند پذيرفته نيست ۷کدام  البته حالتی که هيچ .)يا ندارد  .گردد تعيين می ۷ طريق تعداد عوامل 1
 ۵ و ۲عامل  ۳تر از  ها کم آن ی و حالتی که همه دارد ۵و  ۲اعداد سه عامل از اين  پس حداقل يکیدارد  ۲ و ۵سه عامل  ۷۰۰۰

3-=درنتيجه به و داشته باشند قابل قبول نيست  34 3 بنابراين در کل تعداد  .گردد تعيين می ۵ و ۲طريق تعداد عوامل  37
  . است ۹۵۸۳=۷×۳۷×۳۷برابر   هايی  تايی ممکن برای چنين سه های حالت

  

  . صحيح است )د( ی گزينه.۳

دو مثلث متحدالرأس با . است ۷به  ۳تالس  ی طبق قضيه h3به  h1 نسبت .ناميم می h3رسم می کنيم و را تر ارتفاع مثلث بزرگ
 h2 نسبت ، و لذااست ۶ به ۱۰برابر  h2به  h3 نسبت بنابراين .باشد ها برابر نسبت اضلاع می اعپس نسبت ارتف هم متشابه هستند

  .است ۴/۱ يعنی ۵ به ۷ برابر h1به 

  . صحيح است )ه(ی  گزينه.۴

تر  که ارتفاع آن نيز هست بر ضلع کوچک ۸الساقين است و ميانه به طول  ی برابر دارد، پس مثلث متساوی مثلث دو ميانهچون 
 ،۵و  ۵، ۸های به طول  متناظر با ميانهبه ترتيب سه رأس مثلث  Cو  A ،Bمرکز ثقل مثلث و  Gفرض کنيد .است شده وارد



 

 

GMکند، پس  ها را به نسبت يک به دو تقسيم می جايی که مرکز ثقل ميانه از آن. باشد BCوسط ضلع ی  نقطه Mو  = 8
3 و  

GB = 10
GBی فيثاغورس طبق قضيه، است BCعمود بر GM چون 3 GMMB = - = - = =2 2 2 100 64 36

9 99 4
MB، پس  = BCو  2 = 4 .   

 

  . صحيح است )ب(ی  گزينه.۵

xابتدا به جای 3 )عبارت به صورت کنيم و  گذاری می را جای yدر اين عبارت   )y y+ + 2 يد که حاصل اين عبارت آ در می 501

تشکيل شده است که هيچ کدام ضريب صفر ندارند زيرا تمام جملات عبارت اوليه  y100و ... ،y0 ،y1های به صورت  جمله از
  .جمله با ضريب ناصفر داريم ۱۰۱، پس مثبت هستند

  

  . صحيح است )ب( ی گزينه.۶

)!توان نوشت  می ! ) ( )´ + = ´ ´ +4 1387
22008 21387 1430 251 !که  715 +1387

2 . اول است 251و  2نسبت به  715

!!به همين ترتيب  ( )´= ++ 1387
21387 143 2 !اگر . 7150 +1387

2 715 ،m عليه داشته باشد، عبارت اول  مقسوم
( ) ( )m m´ + ´ + =1 1 4 1 )عليه و عبارت دوم  مقسوم 10 ) mm ´ + =1 1 و بنابراين  عليه خواهد داشت مقسوم 2

  . است ۵ها  عليه نسبت تعداد مقسوم

  

  . صحيح است )د( ی نهگزي.۷

تنها يک حالت  ۴و  ۳، ۸، ۹های  دقت کنيد که برای مجموع .تواند باشد می ۹ تا ۳اعداد بين  ۵تا  ۱مجموع دو عدد متمايز بين 
)تنها يک حالت وجود دارد ۴برای  به طور مثال وجود دارد، )= +4 1 دو حالت وجود دارد ۷اما برای عدد  .3

( )= + = +7 2 5 1 8=´چهارم و پنجم های اول، دوم،  گاه رقم در جایچهار گذاری  برای جای .6 4 حالت وجود  2
يک  ۵ تا۱ از بين اعداد). های چهارم و پنجم چهار حالت برای رقم اول، دو حالت برای رقم دوم و تنها يک حالت برای رقم(دارد

عدد  ۲۴=۳×۸د دارد و در کل حالت وجو ۸ها  بنابراين برای هر يک از مجموع .گيرد گاه سوم قرار می ماند که در جای عدد باقی می
   .) دو حالت وجود دارد که مجموع برابر آن عدد شود ۷و  ۶ ،۵دقت کنيد که برای سه مجموع (.توان ساخت رقمی می پنج

  

  . صحيح است )د( ی  گزينه.۸



 

 

مهره از نفر سمت وقتی هر کدام از نفرات يک دور بازی خود را انجام دادند، هر نفر دو مهره به نفر سمت راستش داده و يک 
بنابراين بعد از . کس تغيير نکرده است های هيچ ی ديگر از نفر دوم سمت راستش گرفته است، پس تعداد مهره راستش و يک مهره

مانده، نفر هشتم تنها در بازی نفر هفتم  حال در هفت دور بازی باقی. ماند می ۱۰۰های همه برابر  مرحله بازی هم تعداد مهره ۸۰
رسد، پس نفر هشتم دارای  گيرد به او می ی شش می ای که نفر هفتم از نفر شماره ود و از اين بازی يکی از دو مهرهش دخيل می

  .شود مهره می ۱۰۱

  

  . صحيح است )ه( ی گزينه.۹

داشته تری  ی پايان نزديک نقطهکند پس بايد  طی می تری را محيط بيش ،است تر تر نزديک ی بزرگ ای که به محيط دايره دونده
   .ی پايان دورتری داشته باشد تر است بايد نقطه تر نزديک ای که به محيط دايره کوچک و دونده باشد

  

  . صحيح است )د( ی گزينه.۱۰

( ) )(M G aa bb a b- = =- -+ 21 1
2 bو با فرض  22 a³ خواهيم داشت:  

( )( )a b b a b a b a- = - = - +  

M درنهايت G
b a

b a
b a

k -
+-
-³ = 1

a اگر 2 = kدر نظر بگيريم  0 ³ 1
1حداقل  k ترين مقدار در نتيجه کم، 2

ضمناً . است 2

1برابر  kاگر 
b جا که باشد، از آن 2 a

b a
-
+

³1 1
2 1 همان ،k برای ترين مقدار ممکن پس کم. کند نامساوی را برقرار می 2

  . است 2

  

  . صحيح است )ج( ی گزينه.۱۱

شود را رسم کنيد و به  مرحله کاغذ تا میهر ها در  کردن کاغذ خطوطی که از روی آنبه جای تا . استفاده کنيد وجوی الگو ازجست
ی اول  به اين ترتيب، بعد از گذشت مرحله. شوند را علامت بزنيد جای سوراخ کردن کاغذ جاهايی در کاغذ که سوراخ ايجاد می

ی وسط هر ضلع و مرکز مربع هم  ی سوم نقطه حلهشوند، با گذشت دو مرحله در مر ای کاغذ علامت خورده می ی گوشه چهار نقطه
ی وسط هر ضلع و   ی بعدی نقطه با گذشت دو مرحله. رسد تا می۹های علامت خورده به  خورند يعنی تعداد نقطه علامت می

nی  توان حدس زد که در مرحله به همين ترتيب می. خورند ی سوم علامت می چنين مرکز چهار مربع کوچک مرحله هم +2 ام 1

k، )ی فرد يعنی در يک مرحله( nی  مرحله(ی فرد بعدی خورده داشته باشيم در مرحله ی علامت نقطه 2 +2 )) ام3 )k - 22 1 



 

 

خورده خواهيم داشت که چون نقاط روی مرز مد نظر ما  ی علامت  نقطه 233ام ۱۱ی  پس در مرحله. خورده داريم ی علامت نقطه

231=نيستند، تنها    .)تواند به کمک استقرا انجام شود اثبات اين حدس هم می.(خورده داريم ی علامت نقطه 961

   

۱۲. 

 

  . صحيح است )د( ی گزينه.۱۳

mاگر  زيرا ،درست است )الف( ی گزينهعبارت  nA B=  وp qB C=گاه  ، آن mp np qnBA C= نيز  Cو  Aپس =
  .توانند هم

nاگر  زيرا ،درست است )ب( ی گزينهعبارت  mA I I= nدر نتيجه اگر  = = Aکه  1 I= پذير است و اگر  وارون

n > 1 ،n nAA AI -= ´= nAپس  1   . پذير است وارون Aاست و  Aوارون  1-

  درست است، زيرا  )ج(ی  عبارت گزينه

é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú=ê ú ê ú ê ú- - - -ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0   

  درست است، زيرا )ه(ی  عبارت گزينه

é ù é ù é ù é ù- -ê ú ê ú ê ú ê ú= = =ê ú ê ú ê ú ê ú- -ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û

4 2 20 1 1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 0 1   

موجود باشد که وقتی  nتوان باشد بايد عدد طبيعی  با ماتريس همانی هم  اگر ماتريسی .غلط است )د( ی گزينهعبارت بنابراين 

توان به راحتی ديد که اگر ماتريس  اما می. رسد برابر ماتريس همانی شود می nآن ماتريس به توان 
é ù
ê ú
ê úê úë û

1 0
1 برسد  nبه توان  2

  . شود توانی از اين ماتريس برابر همانی نمی  خواهند بود، پس هيچ n2و  1روی قطر آن اعداد 



 

 

mاگر . به کمک دترمينان ارائه کرد )د(ی  گزينه نيز برای اشتباه بودن عبارت توان استدلال ديگری را می: توضيح nA B=

)det.) توان باشند يعنی دو ماتريس هم( ) det(B)m nA اما دترمينان ماتريس همانی يک است ولی دترمينان . =
né ù

ê ú
ê úê úë û

1 0
1 2 

  . توان نيستند پس اين دو ماتريس هم. است n2برابر 

  

  . صحيح است )ه( ی گزينه.۱۴

a ¹ bباشد آنگاه  ۱برابر  aزيرا اگر  ،1 c=  درست نيستصورت سؤال که طبق فرض.  

aاگر  b xy´ aو  = c yx´ xدقت کنيد که (= y¹ ًزيرا اگر اين دو برابر باشند مجددا ،b  وc برابر خواهند شد(. 
) گاه آن )b a c xa x y y´ + ´ = + = +11 11 ) ابراينبن 11 )a b c+11  و چونa ۱۱تواند بر  رقمی است و نمی يک 

b پسپذير باشد،  بخش c+11 .خواهيم داشت با اين توصيفات :  

{( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( ,( , ) )}b c Î 2 9 3 8 4 7 5 6 6 5 7 4 8 3 9 2   

))از طرف ديگر  ) )a b c a b a c x y´ -- ´ = -= )بنابراين  9 )a b c-9   

  .کنيم حث میب aمختلف های  حال روی حالت

aاگر   = 9 ) های بالا برای زوجِ ی حالت همه باشد  , )b c امکان دارند .  

aاگر  = aيا  و 3 = bبايد گاه  آن 6 c-  های بالا تنها  پذير شود که بين حالت بخش ۳بر( , )4 )و  7 , )7 اين خاصيت را  4
 . دارند

b بايد در بقيه حالات و c-9 که هيچ b وc شود تا می۱۲بنابراين کل حالات  .رقمی نابرابر چنين شرايطی ندارند تک.  

  

  . صحيح است )ج( ی گزينه.۱۵

ها  و بنابراين تعداد نقطه شوند می خط يافت ی هم نقطه سه قطعاً ،نقطه انتخاب کنيم يک سطر بيش از دو دقت کنيد که اگر از
خاصيت مسئله را  اند را انتخاب کنيم،  مشخص شده *ی که در شکل زير با نقطه هم اگر نقاط ۸برای . تر باشد تا بيش۸تواند از  نمی

  .دارا هستند



 

 

  

  

  .صحيح است )ه(ی  گزينه.۱۶

  )  شکل زير.(ی دوم برخورد کند ای از آن به پله کند تا نقطه ی اول می ابتدا چرخ شروع به غلطيدن روی پله

  

زيرا طول يک کمان از دايره . تقسيم بر شعاع دايره است ATچرخد، برابر طول  ای که چرخ به راديان می در اين صورت زاويه
  . است ATچرخد برابر طول  ای از دايره می جا طول کمانی که يک نقطه راديان در شعاع دايره است و در اينی آن به  برابر زاويه

ATحال دقت کنيد که  AB BT BT= - =   . را پيدا کنيم BTپس کافی است طول . 2-

( )OC OTB CB BTT AT= - - =  =  =- -=2 2 2 1 3 3 32
4 2

1
4 2

   

-ی طی شده هم برابر همين مقدار  دقت کنيد که چون شعاع دايره يک است، زاويه 2
  . است 32

OCOی  مقدار اين چرخش برابر زاويه. ی بالاتر منتقل شود بايد بچرخد تا به پله Cی  حال چرخ حول نقطه ¢ است .  



 

 

)sin(
BT

O
OCO OCO

C

p¢ ¢ = = =
3

2 3
   

  

)(پس چرخ در مجموع . انجام شود ی دوم هم برای پله اين فرآيند بايد يک بار ديگر p p+ = - +- 3 2
3 322 4 زاويه  32

  . چرخد می

  

  . صحيح است )د( ی گزينه.۱۷

  :شود ی اول نتيجه می از هشت رابطه

x x x xx x- - = -= =2 1 3 2 10 9   

)پس . ناميم می dاين مقدار مشترک را  )nx x n d= + -1 1 .  

x x d x dx x+ = + =  = + =9 1 1 5 12 8 22 4 11   

ای که در بالا داريم  اما به کمک اين رابطه و رابطه. ی آخر صورت سؤال نيازی نيست حلی که ارائه شد، به رابطه با راه: توضيح
  . حل بالا انجام نشد کاری که در راه. را به تنهايی محاسبه کرد dو  x1توان مقدار  می

  

  . صحيح است )ج( ی گزينه.۱۸



 

 

m, راگ n £  دو ۸*۸از ضلع عمودی مستطيل گردد که  گونه تعيين می اين n عرض و mطيل های به طول تعداد مست 8
باشد انتخاب  n ی ه ديگر به انداز ها از يک آن ی باشد و از ضلع افقی دو ستون که فاصله m ی ها به اندازه آن ی سطر که فاصله

)برابر ها با اين ابعاد  پس تعداد مستطيل. حالت دارد n-9و  m-9 کنيم که به ترتيب می )( )m n- -9 و مساحت هر  9
  : است با رابرا به ست پس مجموع مساحت کل اين مستطيلا mnبرابر کدام نيز 

( )( ) ( ) )( ) )( (
m n m m m m

m n mn m m m m
= = = = = =

- - = +

´ -

-

= =
= - =

´
+

´ +

åå å å å å
8 8 8 8 8 8

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
2 2

9 9 18

81
104976 132192

81

36 18 36
4161

20
6 1

4 204
4400

   

   

  . صحيح است )الف(ی  گزينه.۱۹

  .را بدست می آوريم۱۰۰۰ اين عدد در تقسيم بر ی  مانده باقی ،برای بدست آوردن سه رقم سمت راست

( ) ( ) ( )i

i
i=

æ ö÷ç ÷= =
´

= + ´ + ´ = ++ +ç ÷ç ÷÷çè ø
å
64

64 64 2 3

0

3664 6320 1 20 20 807642 811 1 64 20 2 200
2

    

  . است 681پس سه رقم سمت راست برابر 

  

 . صحيح است )ب( ی گزينه.۲۰

x ی صفحه اگر تصوير بر روی y- اند  هايشان قرار گرفته تايی که روی سايه۵های  لايه تواند از ، جسم میباشد شکل سمت چپ
لايه باشد که  ۲ بنابراين بايد .است ۲ی عمود براين صفحه به صورت شکل  ، اما چون تصوير جسم بر روی صفحهتشکيل شده باشد

  .شوند مکعب می ۸تشکيل شده است که در مجموع  ۱*۱مکعب  ۳ دوم از ی لايه و ۵اول از  ی لايه

  

  . صحيح است )الف( ی گزينه.۲۱

)ی  ی نقطه قرينه. لم اول , )a b  نسبت به خطy x+ =5 )ی  ، نقطه0 , ) ( , )
a b

a b
+

-
52 5 1

26
  . خواهد بود 

)ی  گذرنده از نقطه ی خط ابتدا معادله. روند اثبات , )a b  و عمود بر خطy x+ =5 )ی  ی نقطه قرينه. يابيم را می 0 , )a b 
  . ی مورد نظر خواهد بود نسبت به محل برخورد اين دو خط همان نقطه



 

 

  

)ی  ی نقطه قرينه بنا بر لمِ بالا، , )a ),ی  نسبت به اين خط نقطه 0 )a a-- 24 10
26 yی خط  است و لذا قرينه 26 = نسبت به اين  0

yخط،  x= 10
yحال دقت کنيد که خط . خواهد بود 24 x= 10

y نمودار تابع، 24 x= کند و بنابراين  را در سه نقطه قطع می 3
yنسبت به  نموداری اين  قرينه x+ =5 yو خط  0 =  نمودار، خود نمودارِی اين  لذا اگر قرينه. در سه نقطه متقاطع هستند 0

  . تواند يک به يک و صعودی يا نزولی باشد نمیتابع جديد  ،تابع باشد

k عدد حقيقیِ طرف ديگر برای هراز  xی  ، معادله¢ x k ¢= +3 10
اين يعنی تمام خطوط به شکل . جواب حقيقی دارد 24

ky x ¢= +10
yو منحنی  24 x= y نموداری  بنابراين قرينه. متقاطع هستند 3 x= هر خط افقی را در حداقل يک نقطه  3

  . اگر تابع باشد، تابعی پوشا است نموداری اين  کند و اين يعنی قرينه قطع می

xی خط  چه در بالا آورده شد قرينه با استدلالی شبيه به آن = yنسبت به خط  0 x+ =5 y، خط 0 x= - 24
با . است 10

xی خطوط به شکل  ای که در بالا توضيح داده شد، قرينه توجه به نکته k=  به صورتky x ¢+= - 24
حال . آيند در می 10

yی نمودار برای اين که نشان دهيم قرينه x= ی اين نمودار هر خط به صورت  هکنيم قرين خود نمودار يک تابع است، ادعا می 3

x k= به طور معادل بعد از قرينه کردن نسبت به خط . کند در دقيقاً يک نقطه قطع می راy x+ =5 y، نمودار 0 x= 3 

kyهر خط به صورت  x ¢+= - 24
kxی  کند و اين هم يعنی معادله قطع می  را دقيقاً در يک نقطه 10 x ¢-+ =24

10
3 0 

kبرای هر عدد حقيقی  ی درجه سه است که حداقل يک جواب  اولاً دقت کنيد که اين يک معادله. دقيقاً يک جواب حقيقی دارد ¢

)توان به صورت زير نشان داد تابع  ثانياً می. حقيقی دارد )P x x x k ¢= + -24
10

يک به يک است و بنابراين اين معادله تنها  3
  . تواند داشته باشد يک جواب می
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(/اما  (( )x x x x x xx x+ + + = + + + + >2 2 2 2 224
1 1 2 2 1 2 1 210 4 82 xپس  0 x=1 )و لذا  2 )P x يک به يک است .  

  
  

   



 

 

 

  . صحيح است )ب(ی  گزينه.۲۲

  .آوريم میبه دست  ۱۰۰ی  نهشتی به پيمانه ی هم را به وسيله 1002دو رقم سمت راست 

( ) ( )
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  .)است ۱۰۰ی  نهشتی به پيمانه ، همºکه منظور از (

های سؤال در ارقام سوم به بعد  با اعداد حاضر در گزينه 1002جمع کردن  ،است ۷۶حال با توجه به اين که دو رقم سمت راست 
  .ها را بيابيم تأثيری ندارد، پس بايد مجموع دو رقم سمت راست گزينه 1002

  مجموع دو رقم سمت راست  دو رقم سمت راست  
  ۱۵  ۹۶  )الف(ی  گزينه
  ۱۶  ۸۸  )ب(ی  گزينه
  ۱۲  ۸۴  )ج(ی  گزينه
  ۸  ۸۰  )د(ی  گزينه
  ۱۴  ۷۶  )ه(ی  گزينه

  . است )ب(ی  ترين مجموع ارقام مربوط به گزينه پس بيش

  

  . صحيح است )د(ی  گزينه .۲۳

æعدد را به  ۳مانده،  عدد باقی ۸حال از بين . ترين خانه قرار بگيرد بايد در پايين ۱اولاً واضح است که  ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
=8

3 گاه  برای سه جای 56

ترين خانه قرار بگيرد و دو عدد ديگر به دو حالت در  ترين عدد بين اين سه عدد بايد در پايين کوچک. کنيم سمت چپ انتخاب می
ترين عدد در  ی سمت راست جای بگيرند، کوچک دايره ۵عدد ديگر که بايد در  ۵حال از بين . گيرند ی بالايی جای می خانه
عدد  ۳. ی تنهای رديف سوم انتخاب کرد مانده را برای خانه عدد باقی ۴طريق يکی از  ۴توان به  گيرد و می قرار میترين خانه  پايين
تر و دو عدد ديگر به  ی پايين تر در دايره عدد کوچک.(گيرند مانده قرار می ی باقی مانده هم شبيه بالا به دو حالت در سه دايره باقی

´پس در کل اين عمل به ) ری بالات دو حالت در دو دايره ´ ´ =2 4 256   . طريق امکان دارد 896

   



 

 

  . صحيح است )ج(ی  گزينه .۲۴

bهر دو صحيح هستند پس  bو  aاولاً  a-2  هم صحيح است و لذاb a³ . اگرb a= بايد ،b b= +2 که با توجه به  1

bبنابراين . تفاوت زوجيت دو طرف برای هيچ عدد صحيحی امکان ندارد a- ³ bو لذا  1 a-2 حال با توجه به اين . زوج است
bسان خواهد بود و لذا  يک bو  aزوجيت  a k- =   . kبرای يک عدد طبيعی  2

( )( )k k ka a b bb = +  = - +2 22 2 2   

kbنامنفی است،  aجا که  دقت کنيد از آن ³ kbحال اگر . 2 > )گاه  ، آن2 )( )k kba b b a= >+ - ³2 که امکان  2

kbندارد، پس  = aو بنابراين  2 = bbحال معادله به صورت . 0 =2 kkآيد و معادلاً  در می 2 =2 22 از رابطه نتيجه . 2

kkشود که  می -= kاگر . 12 > kتوان نشان داد که  به سادگی با استقرا می 3 k- k,و  12< = 0 جواب اين معادله  1
b,هستند که منجر به  = 2 )معادله دارای دو جواب  پس اين. شوند می 4 , )0 )و  2 , )0   . است 4

  

  . صحيح است )ب(ی  گزينه .۲۵

 Aی  به برهان خلف فرض کنيد اين چنين نباشد و برای مثال نقطه. بايد مرکز ارتفاعی اين مثلثی باشد Pی  کنيم نقطه ادعا می
وجود دارد که  Pو گذرا از  BCدو نقطه روی خط عمود بر . گذرد قرار نداشته باشد  می Pکه از  BCروی خط عمود بر 

های موازی با  به ترتيب خط l2و  l1به علاوه فرض کنيد . ناميم می A2و  A1اين دو نقطه را . است ۷برابر  Pها تا  ی آن فاصله
BC  گذرا ازA1  وA2 به مرکز  7ی به شعاع  به وضوح دايره. باشندP  بين اين دو خط قرار دارد و بنابراين دو خطl1  وl2  در

 Aی  هم با اين دو خط موازی است نقطه BCبنابراين با توجه به اين که . که روی دايره است قرار دارند Aی  دو طرف نقطه
از  A1ارتفاع نظير (l1با خط  BCی  توان نتيجه گرفت که فاصله می لذا. قرار دارد BCو خط )  l1مثلاً (بين يکی از اين دو خط

ی هر دو مثلث  است و چون قاعده  )ABCاز مثلث  Aارتفاع نظير (BCبا  Aی  ی نقطه تر از فاصله بيش )ABC1مثلث 
BC مثلث ترين بودن مساحت تر است که با بيش است، مساحت مثلث اول بيش ABC بنابراين بايد . تناقض داردP  روی

  . بايد روی دو ارتفاع ديگر هم قرار داشته باشد و بنابراين مرکز ارتفاعی مثلث است Pبا استدلال مشابه . باشد Aارتفاع نظير 

Cو  ¢Aحال اگر  ACدانيم چهارضلعی  باشند، می Cو  Aهای نظير  به ترتيب پای ارتفاع ¢ AC¢   محاطی است و لذا ¢

. .
PC PA

PC PC PA PA
PCPA

¢
¢ ¢

¢
 = == =

7 1
14 2

   

1پس نسبت مورد نظر برابر 
  . است 2



 

 

  . صحيح است )د(ی  گزينه.۲۶

  

sin sin sin sinsin sin sin  sin
      

cos cos cos cos cos  cos cos

 (cos cos sin sin )

cos(

os

)

c

x y z x y x y z

x y z x y x y z

x y x y

x y

ìì ï+ = - + + =ï ïï ïí íï ï+ = - + + =ï ïî ïî
 + + =

-
 - =

2 2 2

2 2 2
2
2

2 2 1
1

2

. 

  . )ايم ها را به توان دو رسانده و سپس دو  رابطه را با هم جمع کرده ابتدا دو طرف رابطه(

,جا كه  حال از آن ( , ]x y p pÎ )گيريم  نتيجه مي - , )x y p p- Î -2 )cos ضمناً.  2 )x y -- = 1
بنابراين  و 2

{ , }x y p p - Î 2 4
3 ,درمي يابيم  با استدلال كاملاً مشابه براي ديگر متغيرهاي .  3 { , }y z z x p p - - Î 2 4

3 3 .  

)جا كه  از آن ) ( ) ( )x y y z z x- + - + - = اين  يابيم تنها حالات ممكن براي اين سه عدد با اندكي بررسي درمي 0
p2است كه دو تا از آنها برابر

p-4و يكي 3
p-2و در حالت ديگر دو تا برابر  3

p4 و يكي برابر 3
  .باشد  3

له را پيدا كرد اما هاي مسأ توان تمام جواب مي )استفاده نشده كه تا كنون(ي سوم  توجه به رابطه حال با اندكي آزمون و خطا و با
xي مساله مقدار  خواسته y z+ +2 2 مقدار خواسته  با همين اطلاعات توانيم كه مي بل ،بنابراين چنين كاري لازم نيست. است 2

  :شده را محاسبه كنيم

 
( )

( )

x y z x y z x y z xy yz zx

x y z xy yz zx

+ + =  + + = + + + + + =

 + + = - + +

2 2 2 2

2 2 2
0 2 2 2 0

2
 

)  از سوي ديگر ) ( ) ( ) (( ) ( ))x y y z z x
p p p p

+ - + - = + +- =
2

2 2 2 2 2 22 2 4 8
3 3 3 3

 و بنابراين 

( ) ( )( ) ) )( ( ) (y z z x x y z xy yz zx x zx y y+ - + - = + + - + + =- + +2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 3 

x y z
p

 + + =
2

2 2 2 8
9

 

  

  . صحيح است )ج(ی  گزينه .۲۷



 

 

  توان حدس زد که  می nAبا الگويابی و بررسی مقادير اوليه برای 

{ , , , ,, }n n n nA n= - - - ¼1 3 4   

nی  مانده که باقی kمثل  nتر از  يعنی اعداد کوچک k-  برابر دو باشد در  3برnA توان به کمک  اين ادعا را می. نيستند
mAفرض کنيد حکم برای . استقرا ثابت کرد mAو  1-    mAدر اين صورت برای . برقرار باشد 2-

kاگر  m<  ی پيمانه  به(و(m k- º 0 mk، در صورت  3 A -Ï mkولی  1 A -Î گيريم که   می  بنابراين نتيجه 2

)( { }m m mA A m Ak - -Î D È =1 2 .  

kاگر  m<  ی پيمانه  به(و(m k- º 1 mk، در صورت  3 A -Î mkولی  1 A -Ï گيريم که   می  بنابراين نتيجه 2

)( { }m m mA A m Ak - -Î D È =1 2 .  

kاگر  m<  ی پيمانه  به(و(m k- º 2 mk، در صورت  3 A -Î mkضمناً  و 1 A -Î گيريم که   می  بنابراين نتيجه 2

)( { }m m mA A m Ak - -Ï D È =1 2.  

kو اگر  m=  به وضوح طبق تعريف )( { }m m mA A m Ak - -Î D È =1 2.  

  .ی استقرا بررسی کرد تنها بايد اعداد ابتدايی را به عنوان پايه. شود پس حکم به طور کامل ثابت می

nحال برای  = -، تنها100 =100 71 ظاهر  A100در  ۷۱است و بنابراين تنها  ۳در تقسيم به  ۲ی  مانده دارای باقی 29
  .شود نمی

  

  . صحيح است )ب( ی گزينه.۲۸

}های  جفت ابتدا. کنيم گذاری می شماره ۵ تا ۱ها را از  باتری , }1 }و  2 , }4 قوه  سالم بودند که چراغ کنيم اگر را امتحان می 5
چون از بين هر کدام از اين  و ضمناً سالم است ۳ شماره باتری ه پس قطعاًاگر ن .ايم روشن شده است و به هدف خود رسيده

در نهايت اگر . در هر جفت يک باتری خراب و يک باتری سالم استباتری خراب داريم  ۲حتما يکی خراب بوده و فقط  ها جفت
}جفت  , }1 }و  3 , }2 حتماً سالم  ۲و  ۱چون يکی از (شود قوه روشن می را امتحان کنيم حتماً در يکی از اين دو امتحان چراغ 3
   .قوه را روشن کرد توان چراغ پس در مجموع با چهار بار امتحان حتماً می .)است

شود که در حداقل  ای يافت می زيرا دقت کنيد که حتماً باتری. شود       قوه روشن نمی  کنيم با سه بار امتحان لزوماً چراغ  ضمناً ادعا می
فرض کنيد اين باتری .) ورت بايد حداقل شش باتری داشته باشيمدر غير اين ص.(قوه قرار داده شده باشد  دو امتحان در چراغ



 

 

های امتحان سوم خراب  در اين صورت اگر اين باتری مشترک و يکی از باتری. های اول و دوم آمده باشد  مشترک در امتحان
  . شود قوه روشن نمی باشند، چراغ

  

  . صحيح است )ج( ی گزينه.۲۹

اند اين خط بر قاعده نيز عمود    م که چون ضلع قاعده و محور موازیکني رسم می عمودی بر محور Aناميم از    می A س مثلث رارأ
استوانه که کرد که حجم مورد نظر از يک  گونه تصور توان اين پس می) است الساقين  مثلث متساوی(و آن را نصف می کند است

=- آن برابر ی قاعده شعاع و ۶ارتفاع آن  2 24 5 شعاع برابر شعاع  و۳ است تشکيل شده که از آن دو مخروط به ارتفاع  3

p حجم استوانه برابرحال  .استوانه بيرون آورده شده است p´ =2 6 pبرابر و حجم هر مخروط  964 p´ =21
3 4 3 16 

pشکل حاصل برابر است با بنابراين حجم  p p- ´ =2 169 646.   

  

  . صحيح است )الف(ی  گزينه. ۳۰

گذرد محدود است، پس زمانی  ها می هايی که از آن خانه  تعداد لیکند و خواهی حرکت می دقت کنيد که اين مهره به هر تعداد دل
گيرد را  مين حرکتش در آن قرار میاnُای که مهره بعد از  حال خانه. کند ای که قبلاً از آن گذشته عبور می رسد که از خانه می

nA توان دو عدد طبيعی  دهد می توضيحات بالا نشان می. ناميم میk l<  يافت کهk lA A= .توان حرکت  جا که می از آن
kاگر .) خانه به سمت پايين حرکت کرد ۲۰خانه به سمت چپ و  ۳۰(مهره را در جهت عکس انجام داد lA A=  بايد

k lA A- -=1 kو به همين ترتيب  1 lA A- -=2 kتا اين که ... و  2 lA A- = ی اوليه  رسد که مهره از خانه  يعنی زمانی می. 0
mAترين عدد طبيعی بگيريد که  را کوچک mحال . کند عبور می A= ,در اين صورت بايد  0 , , mA AA -¼0 1 متمايز باشند  1

ترين  ی خود برگشته است که با فرض ما مبنی بر کوچک ی اوليه م هم به خانهاmُی  زيرا در غير اين صورت، مهره زودتر از مرحله
. خانه هستند m  کند همين ها عبور می آن هايی که مهره از  حال دقت کنيد که در اين شرايط کل خانه. تناقض دارد mبودن 

mپس جواب مسئله 
´140   . باشد mاست و هدف بايد پيدا کردن  72

ی تقسيم  مانده ی ستونش باقی ای که قرار دارد که شماره ام مهره در خانهnی  ی حرکت مهره بعد از مرحله با توجه به نحوه
n +30 nی تقسيم  مانده ی سطرش باقی شماره و ۱۴۰بر  1 +20 ترين عدد  بنابراين هدف ما يافتن کوچک.  باشد ۷۲بر   1
m)ی پيمانه  به(است که  mطبيعی  º+3 1 10 m)ی پيمانه  به(و  140 º+2 1 10 72 .  
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