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  به نام او
  ۱۳۸۴المپياد رياضی کشور، سال  مينحل سؤالات مرحله اول بيست و چهار راه

	
	. صحيح است) ب(ی  گزينه .۱

)ای   جمله  اگر چند: لم )P x گاه  دارای ضرايب صحيح باشد آن| ( ) ( )a b P a P b- -.	
)ای    جمله  فرض کنيد چند )P x  با ضرايب صحيح دارای ريشه صحيحa  باشد، يعنی( )P a = حال . 0

)درست باشد طبق لم بايد ) ب(ی   اگر بخواهد گزينه ) ( )a P P a- - =5 5 و همچنين بايد  5

( ) ( )a P P a- - =6 6 عليه متوالی داشته باشد، که اين   دو مقسوم ۵که در اين صورت بايد عدد  5
	.غير ممکن است

)های  ای به ترتيب چندجمله) د(و ) ج(، )الف(های  دقت کنيد که برای گزينه )P x x= ،
( ) ( )( )P x x x= - - - +3 5 6 )و  6 )P x x= ا هستند و به علاوه را دار  شرايط هر گزينه 11-

  . باشند می۱۱و  ۷، ۰های صحيح  به ترتيب دارای ريشه
  

	. صحيح است) ب(ی  گزينه .۲
pاستوا  محيط مدار p´ =02 6  يک چهارم ی  در حرکت اول به اندازه. است 120

مانند (رود   بالا می p20به اندازه سپس  .رود  به سمت شرق می خط استوا  محيط

2يعنی  .فاصله دارد تا رسيدن به قطب شمال p10که در اين صورت ) شکل اول
3 

2طی شده  ی  پس زاويه .طی شده است مسير تا قطب شمال
کل زاويه تا رسيدن  3

اگر از  .دايره جديد بايد حرکت کندحال بر روی يک  .درجه ۶۰به قطب است، يعنی 
 ۳۰ای   الزاويه با زاويه  ؛ يک مثلث قائمکنيم جديد وصل ی  دايرهبه مرکز اين  کرهمرکز 

پس شعاع . وتر است درجه نصف ۳۰رو به زاويه   هضلع روب. درجه خواهيم داشت
ی جديد   بنابراين محيط اين دايره. متر است ۳۰يعنی جديد نصف شعاع کره  ی  دايره

p p´ =30 ؛ روی محيط اين دايره حرکت کرده است p30حال که و  602
در اين  .گردد  استوا بر می در آخرين حرکت به مدار .يعنی نصف محيط را رفته است

پس نسبت به جای اول خود يک چهارم . حرکت نصف خط استوا را طی کرده است
	.طی کرده است) ۳۰(محيط استوا 

	
	. صحيح است) ب(ی    گزينه .۳

	



z اگر .تواند باشد می ۱۰تا  ۳ بين  z ۳  برای  باشد ۴ياx و يک حالت داريم y  تا تعيين  صورت يکه ب
 ۸يا  z ۷ اگر  .شود  تا تعيين می   صورت يکه ب yدو حالت داريم و xباشد برای  ۶يا  z ۵ اگر  .شود می

چهار  xبرای  ،باشد ۱۰يا  z ۹ اگر  .شود  تا تعيين می  صورت يک   هب yحالت داريم و سه xباشد برای 
حالت  ۲×۱+  ۲×۲+  ۲×۳+  ۲×۴=  ۲۰:  ؛ پس در مجموعشود   تعيين می تا  صورت يکه ب  y حالت داريم و

	.داريم
  

	. صحيح است) ب(ی   گزينه .۴

m بايد m n- + + =1   :پس داريم .است طبيعیعددی  nشد که در آن اب 15

m m
nm m

+ - - = =
+ + -

Î
16 1615 1

15 1
 	

mحال چون  m- + +1 mو  15 m+ - -15 ها   هر دو گويا هستند ميانگين آن 1

mيعنی  + mو به تبع آن  15 mپس . هر دو گويا هستند 1- + mو  15 هر کدام مربع  1-
توان به سادگی نشان داد که اگر عددی طبيعی مربع عددی گويا باشد لزوماً مربع   می. عددی گويا هستند

mبايد  پس حتماً. عدد طبيعی است mو  1- +   .طبيعی باشند 15
  :ن بايد داشته باشيميبنابرا

	 ,    ( )( )  m a m b a b a b a b+ = - =  - =  - + =2 2 2 215 1 16 16	

  .دباش ۱۰و  ۱ اعداد تواند  فقط می mبه اين نتيجه می رسيم که  ۱۶های عدد   عليه  ال با بررسی مقسومح
  

	. صحيح است) ب(ی   گزينه .۵

محل  Zو دارند Bو  Cترين فاصله را تا   خط جاده باشند که کم یبه ترتيب نقاطی رو Yو  Xاگر 
همواره الزاويه هستند و  قائم CXZو  BYZهای  مثلثدانيم که   می باشد، و جاده BCخط  تقاطع پاره

	:ترين ضلع است، بنابراين  وتر بزرگالزاويه   يک مثلث قائم در
CX CZ£ و BY BZ£	

BY: در نتيجه CX BC+ دو  ی  مجموع فاصله پس £
  شهر از جاده حداکثر

زمانی  .است کيلومتر ۴۰ است که برابر شهر ی دو  فاصلهبرابر 
بر جاده عمود باشد  BCشود که  می ۴۰هم اين مقدار برابر 

  .هم محتمل است حالت 	که اين



  
	. صحيح است) الف(ی   گزينه .۶

)فرض کنيد  ) n n
n np x a x a x a x a-

-= + + + +1
1 1 0 در اين صورت. باشد ( )p x بعد از يک 

	:تبديل می شود ای زير تغيير به چندجمله

	( ) n n
n n na a x a x a x a- -
- -- + +¼+ +1 2

1 2 1 02  
  :ای زير تبديل خواهد شد  لهجم به چندای    جمله اين چند تغيير دوم در

	( ) n n
n n n na a a x a x a x a- -
- - -- + + +¼+ +2 3

2 1 3 1 02 4  
  :رسيم  ای درجه صفر زير می  جمله  چندبه اين روند  ی  با ادامه

	( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
n na a a a a-
-- + - + - +¼+ - + -0 1 2 1

0 1 2 12 2 2 2 2  
برابر  ۱۳۸۴ حاصل بالا است که )الف( ی  امتحان کنيم فقط گزينه مسئلهها را در اين   هحال اگر گزين

  :شود  می

	( )( ) ( )- ´ - + - ´ =3 102 45 2 1 1384  
  
	

	. صحيح است) ه(ی   گزينه .۷
	؛ يعنیشود  حاصل برابر يک میاگر آن عبارت را در مزدوجش ضرب کنيم  دانيم که   می

	( ) ( )n n+ - =2 3 2 3 1  
برای اين منظور  .خواهد شد، مسئله حل خود عبارت بدست آوريم مقدار مزدوج را بر حسب حال اگر بتوانيم

)توان نشان داد که اگر   به راحتی میبا استقرا  )n n nr s+ = +2 3 در اين صورت باشد؛   3

( )n n nr s- = -2 3   :گذاری خواهيم داشت  یبنابراين با جا .خواهد شد 3

	

(( ) ) ( )( )

( )( )  

  

n n
n n n nr s r s

b b b

b b b

= + - = +

= + - = - ´

-
 = -  =  =

-
2 2

2
2 2 2

1 2 3 2 3 3 3
5042 3 5042 3 5042 3

5042 11 5042 3 2911
3

	

		
	. صحيح است) الف(ی   گزينه .۸

100=شيب قطر برابر  2
150 زير خط قطر قرار که دارای اين شيب هستند و خط داريم  ۴۹تعداد است و  3

سمت ه بواحد حرکت در راستای محور افقی  ۳به ازای هر آيد که   اين تعداد از آن جا به دست می. دارند



رسيم   به نقاط جديدی در اين مستطيل میبه سمت پايين واحد حرکت در راستای محور عمودی  ۲و راست 
	.ها موازی قطر است  که خط گذرنده از آن

	.خط موازی داريم ۹۹پس در مجموع . پاره خط وجود داردبه همين ميزان هم بالای قطر  دقيقاً
  

	. صحيح است) ج(ی   گزينه .۹
	.است ۰ که يکانش .شود  می ۱۰که حاصل  در مبنای چهار را در نظر بگيريد ۲×۲ )الف( ی برای رد گزينه
	.است ۳که يکانش  .شود  می ۱۳در مبنای پنج را در نظر بگيريد که حاصل  ۲×۴ )ب( ی  برای رد گزينه
  . است ۳که يکانش . ودش  می ۱۳را در نظر بگيريد که حاصل  در مبنای نه ۲×۶ )د( ی  برای رد گزينه
	.است ۴که يکانش . شود  می ۴را در نظر بگيريد که حاصل  دهدر مبنای  ۲×۲ه  ی  برای رد گزينه

باشد در  ۴يا  ۲يا  ۱بايد نشان دهيم که اگر رقم يکان هر عددی در مبنای هفت،  )ج( ی   برای اثبات گزينه
  .حالت به اين نتيجه خواهيم رسيد ۹که با بررسی هر  ضرب درون همين مجموعه قرار خواهد گرفت

	
	. صحيح است) الف(ی   گزينه .۱۰

	:رو خواهد شد  هشکل اين سوال به صورت روب
 

B I C
B AC C AB¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢

¢ ¢ ¢ = +
2 2

	

Bکه در آن  Cو ¢¢ Bهای زوايای ساز  به ترتيب پای نيم ¢¢ Cو  ¢ بر  ¢
  :در شکل نيز واضح است همان طور که .ندستهمحيطی  ی  دايره


B

A
AC¢ ¢

¢= 
2

و  

  
C AB C A AB C B¢¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢ 

= + = +
2 2 2 2 2

  

Bدر نتيجه  C AB A
¢ ¢ ¢¢ ¢    =  + + = +2 2 رو به کمان   هروب ¢A ی  جا که زاويه   و از آن 290

B AC¢ B :است داريم ¢ CA¢   = +2 B :در نتيجه 2 CB I C¢ ¢ ¢   + = + 490  
	

	. صحيح است) ه(ی   گزينه .۱۱

] ی  مقادير ممکن در بازه ی  همه ی  مجموعهدهيم که   نشان می , ]- 1
2 منظور دو برای اين  .قرار دارد 1

	:کنيم  های زير را ثابت می  نامساوی

A

C

A’ 

B

 

 

B’ 

 C’ 



	( )a b c ab bc ac a b c+ + ³ + + ³ - + +2 2 2 2 2 21
2

	

	  
  :داريم نامساوی سمت چپاثبات برای 

	( ) ) )( (  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a b c ab bc ac

a b c ab bc ac

a b b c c a ab bc ac

a b ab b c bc c a ac

a b b c c a

+ + ³ + +

 + + ³ + +

 + + + + + ³ + +

 + - + + - + + - ³

 - + - + - ³

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 0
0

	

		
	

  :داريم نامساوی سمت راست همبرای اثبات 

	

(

(

)

)

( )

ab bc ac a b c

ab bc ac a b c

a b c ab bc ac

a b c

+ + ³ - + +

 + + ³ - + +

 + + + + + ³

 + + ³

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

1
2

2 2 2
2 2 2 0
0

	

aحال دقت کنيد که اگر  b c= = = 1
3

abباشد،   bc ca+ + = aو اگر  1 b= - = 1
2

و  

c = abباشد،  0 bc ca -+ + = 1
1-و  1ی صحيح بايد شامل  بنابراين گزينه. 2

باشد که تنها  2
  . است) ه(ی   ای که اين خاصيت را دارد گزينه گزينه
	

	. صحيح است) ب(ی   گزينه .۱۲
ی تالس   طبق قضيهرو است که   هحرکت هواپيما مشابه خط روبدقت کنيد که 

يجه در نتد می کند و دهد ارتفاع هواپيما به صورت خطی رش نتيجه می
	. خواهد بود مساحت به صورت تابعی درجه دو

	
	. صحيح است) الف(ی   گزينه .۱۳

	:اول باشند ی زير  دنبالهی اعداد   در اين صورت بايد همه. ين عضو اين دنباله باشدلوا aفرض کنيد که 

	 ,  ,  ,  ,  a a n a n a n+ + + + + + ¼2 2 21 2 2 3 3	



دنباله در نتيجه  و تواند عددی اول باشد  دنباله نمی نشان دهيم که در اين صورت چهارمين عضوخواهيم    یم
  .شود   حداکثر سه عضوی می

nبايد دقت شود که باقيمانده  برای اين منظور +2 توانيد با  اين موضوع را می(.تواند صفر باشد  نمی ۳بر  1
 با اضافه شدن پس .)تواند داشته باشد تحقيق کنيد  می ۳بر  nی   مانده  های مختلفی که باقی  بررسی حالت

aباقيمانده  ترتيب به همين .متفاوت خواهد شد aبا  ۳آن بر  ی  مانده  باقی aبه  n+ +22 با  ۳بر  2

aباقيمانده  n+ +2   .متفاوت است ۳بر  a ی  مانده   و با باقی ۳بر 1
  .باشد ۳يکی از اين اعداد  ها اول هستند بايداين عددباشد و چون  ۳يکی بايد مضرب اعداد  پس در بين اين

aعددی اول است و در نتيجه  aاما دقت کنيد کنيد که  ³   پس. 1

a n a n+ + > + + > + + =2 22 2 1 1 1 1 3   
 اين عضو يعنی ی  مانده   بايد باقیه عضو چهارمی داشته باشد دنبالاگر حال . باشد ۳تواند برابر   می aپس تنها 

a n+ +23 که  است ۳که در اين صورت اين عدد مضرب  .برابر باشد ۳بر  a ی  مانده   با باقی ۳بر  3
  .اول باشدتواند   نمی

nدقت کنيد که اگر  =  ۳بنابراين مقدار حداکثر برابر . دارای سه عضو است 7، 5، 3باشد تصاعد  1
  . است
	

	. صحيح است) ب(ی   گزينه .۱۴
نقطه توان به آن   هايی که می  برابر است با جمع تعداد راهبه هر نقطه های رسيدن   طبق اصل جمع تعداد راه
دست ه رو ب  هو جدول روب کنيم  محاسبه می را های رسيدن به هر نقطه   تعداد راه رسيد و بر همين اساس

	:آيد  می

	
	

	. صحيح است) ب(ی   گزينه .۱۵



بنابراين برای اين که مجموع  .بر روی يک صفحه قرار دارندخطوط مذکور 
روی همان صفحه ر ب P ی  مقدار خود را اخذ کند بايد نقطه مربعات کمترين
نظر بگيريم تصوير که اگر خارج صفحه در  دليل آن اين است. قرار داشته باشد

چون مثلث متساوی و  آن نقطه بر روی صفحه فاصله کمتری خواهد داشت
برای چک کردن اين . (وی مرکز ثقل باشدبايد اين نقطه بر رالاضلاع است 

)الاضلاع مسئله را مثلثی  مرکز صفر و رئوس  توانيد مثلث متساوی   موضوع هم می , )a0 ،, )(a a-3
2 و  2

,( )a a- -3
2 ترين مجموع مربعات فاصله مربوط به مبدأ مختصات که  خواهيد ديد که کمدر نظر بگيريد و  2

پس است  2. ی ضلع مثلث برابر است با  اندازهی اصلی  حال در مسئله.) باشد مرکز ثقل مثلث است می

3  س برابرفيثاغوری    قضيهطبق  آن ارتفاع
1=ضلع مثلث برابر تا ی اين نقطه   است و فاصله 2 3 1

3 2 6
 

1است که مربع آن برابر 
1ها مساوی   و جمع سه تا از آن است  6

	.شود  می 2
	

	. صحيح است) ه(ی    گزينه .۱۶
کنيم که شرط لازم برای اين که با يک کاشی بتوان صفحه را فرش کرد اين است که تعداد  ادعا می
برآمدگی داشته  bتورفتگی و  aفرض کنيد يک کاشی . هايش با هم برابر باشند  ها و برآمدگی  فررفتگی

N، يک مربع Nمثل  حال برای يک عدد طبيعی. باشد N´ های لازم   تعداد کاشی. را در نظر بگيريد

Nبرای فرش کردن اين مربع برابر  ها درون اين مربع   های کاشی دقت کنيد که تعداد تورفتگی. است 2

aNحداقل برابر  N-2 های مربع بزرگ   ها در ضلع  تا از تورفتگیN4است زيرا ممکن است حداکثر  4

bNها درون اين مربع حداکثر برابر   از طرف ديگر تعداد برآمدگی. باشند دانيم اگر صفحه  اما می. است 2
ها در درون  تگی يک برآمدگی داشته باشيم پس تعداد آنکاری شده باشد بايد برای هر تورف کاملاً کاشی

aNدهد که  مربع بايد برابر باشد و اين نتيجه می N bN- £2 پس . 24
N

a b-  Nحال چون . £4
aدهد که  خواهی است اين نتيجه می  عدد طبيعی دل b£ .ها و   با برعکس کردن استدلال برای تورفتگی

bتوان نشان داد که  ها می  برآمدگی a£ . پس در کلa b= ها برابر   ها و تورفتگی  و تعداد برآمدگی
های   بنابراين تنها کاشی. پرکن باشند توانند صفحه  نمی ۵و  3، 1های   های شماره بنابراين کاشی. هستند
	.  توان صفحه را فرش کرد مانند که با اين دو کاشی هم می باقی می ۴و ۲ی  شماره

  . چنين هستند کن باشند که با توجه به الگوی زير اينپر  توانند صفحه  می ۴و  ۲های   فقط شکل بنابراين



	
	. صحيح است) ب(ی   گزينه .۱۷

هم تر است و   د، عددی که توان برابر دارد بزرگهای برابر باش  اگر در مقايسه دو عدد توانی پايهدانيم که   می
ر پايه و توان عددی از ديگر تر است و اگ  ، بزرگتر دارد  ی بزرگ  پايهها برابر باشد، عددی که   چنين اگر توان

= بنابراين .تر است  زرگتر باشد عدد اول ب  بزرگ >321 642 4314 2   به علاوه. 2

( )= = ´ = ´ > >321 642 5 128 2 128 2 128 424 2 2 2 32 2 32 31 

( )= = ´ = ´ > >321 642 5 128 2 128 2 128 434 2 2 2 32 2 32 21	

  :و داريم

( )

( )

= ´ = ´ > ´

= ´ = ´ > ´ = > =

421 7 60 1 60 1 60

11 60 660 660 661 642 321
3 3 3 2187 3 2048 3

2 3 2 3 2 2 2 2 4
  

  
	. صحيح است) ب(ی   گزينه .۱۸

 مانندهم ساز   اين نيم .کنيم  را رسم می B ی  ساز زاويه  نيم
AD ی   نقطه(مثلثمحاطی داخلی  ی  از مرکز دايرهI (

به ضلع  I محاطی ی  از مرکز دايره بعد از آن .خواهد گذشت
 نهشت   با هم هم DIEو  BIEدو مثلث  .کنيم  می عمود

D ی  پس زاويه. هستند B ی  برابر زاويه 2 نصف   1
Dچنين    هم. است B ی  زاويه   :داريمپس . هم هست  DAC خارجی مثلث ی  زاويه 2

	
B A

C B A C

A B C A C A C 

 
= +    =  + 

  +  +  =  +    +  =

2
2 2

2 3 2 3 180
	

	
	. صحيح است) الف(ی   گزينه .۱۹

. گردد  کند و سر جای اول خود باز می  ضلعی را طی می  د؛ محيط يک ششبرو چپبار به سمت  ۶اگر زنبور 
	.است طور راست هم هميندر مورد سمت 



kبه صورت  n، n2فرد عدد طبيعی حال کافی است دقت کنيد که برای هر +6 عدد طبيعی  برای هرو  2

kبه صورت  n ،n2 زوج +6   .شود می 4
بار به راست  ۲يکی در ميان  رود  می بار به سمت چپتوان فرض کرد که به جز حرکت اول که يک   پس می

که بر روی يک مسير بسته حرکت  توان ديد  ال با طی کردن چند حرکت اوليه میح .رود  بار به چپ می ۴و 

  . است 52تر از   ی مکان نهايی از مکان اوليه کم پس فاصله !شود  نمی دور بنابراينکند و  می
	. صحيح است) ب(ی   گزينه .۲۰

ABنشان دهيم به طوری که  Cو  A ،Bابتدا فرض کنيد روستاها را با  = 9 ،AC = و  14
BC = MB/باشد،  BCی وسط   نقطه Mدقت کنيد که اگر . 19 MC= = 9   و به علاوه  5

/ / /( )
AB AC BC

AM
+

= - = - = < =
+2 2 2

2 2196 81 361 48
2 4 2

25 90 25 9 5
4

 	

9/تر از   اش از سه روستا بيش بسازيم فاصله Mپس اگر مدرسه را در  a/نيست و لذا  5 £ 9 اما دقت . 5

9/تر از   کم Cو  Bاش از هر دو   ای در صفحه وجود ندارد که فاصله  کنيد که نقطه  aباشد پس  5

9/تر از   تواند کم نمی 9/ترين مقدار ممکن   باشد و بنابراين در کل کم 5   . است 5
	

	. صحيح است) ج(ی   گزينه .۲۱
	:انجام دهيم 2-برای اين منظور بايد از تقسيمات متوالی بر عدد 

	

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

= - - + = - - +
- = - + - = - +

= - - + = - - +
- = - + - = - +

117 2 58 1 7 2 3 1
58 2 29 0 3 2 2 1
29 2 14 1 2 2 1 0
14 2 7 0 1 2 1 1

  

)( پس -= کافی است با استقرا ثابت کنيد که هر عدد  تنها .است ۱رقم  ۶که دارای  2110110101117
  .تا خواهد داشت  يک بسط يک 2-مبنای صحيح در 

	
	. صحيح است) ب(ی   گزينه .۲۲

به جز مسير (کند برگردد   رويش را که طی می  هبايد هر مسيری از سه مسير روب شروع کند A ی  از نقطهاگر 
؛ از انتهای يک شاخه آغاز کند که تر است به جای اين که مجبور بشود کل شاخه را برود و  برگردد  به .)آخر

	.مجبور به بازگشت مسير نشود
  .آغاز کند بايد بخشی از مسير را برگردد Cيا  Dچنين اگر از   هم



 ی  در مقايسه .های اصلی درخت قرار دارند   ستند که در انتهای شاخهه Eو  Bمانده   پس تنها موارد باقی
تا شاخه  ۳با  ۳بر روی يک شاخه به طول  E ی  اين دو بايد به اين نکته توجه و دقت کنيم که نقطه

  .تا انشعاب ۴با  ۶بر روی يک شاخه به طول  Bو نقطه منشعب قرار دارد 
برگردد ولی است و انشعاباتی دارد را  ۶های اصلی که طول آن   ست يکی از شاخهآغاز کند مجبور ا Eاگر از 
و يا از شاخه اصلی که طول  است برگردد ۶آغاز کند می تواند از شاخه های اصلی که طول آن  Bاگر از 

شده آن    پس کل مسافت طی. ی را برگشته استتر   که به وضوح حالت اخير مسير کم است برگردد ۳آن 
  .تر خواهد شد   کم

از خوردن تمام پس ترين مسير اين است که   و بهخواهد بود  B ی  ترين نقطه برای آغاز نقطه  بنابراين به
که در طول  .سمت چپ برود ی  سمت راست رفته و پس از آن به شاخه ی  خودش به شاخه ی  شاخههای    ميوه

  .ترين ميزان ممکن است   کند که کم   متر طی می ۴۶ترين حالت   در بهاين مسير 
  

	. صحيح است) ج(ی   گزينه .۲۳
n :داريم n عدد طبيعی کنيم که برای هر   ادعا می n* = +1 2 برای اين منظور از استقرا استفاده  1

nحکم برای . کنيم  می = 	: حال داريم. به دليل فرض صورت سؤال درست است 1
	(n ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n+ * = * + = * + * - = + + - = +1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 3 1 2 3	

) : داريم n کنيم که برای هر عددی طبيعی  چنين ادعا می هم )n n n* = + -21  برای اين منظور  1
	:کنيم  هم از استقرا استفاده می

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n n n n n

n n n n

+ * + = + * + + * - +
= + * + + - +

1 1 1 1 1 1
1 2 3 1

  

)حال بايد مقدار  )n n+   :کنيم تا حکم مورد نظر اثبات شود را محاسبه 1*

( )
( ) ( )

(( ) )

n n n n n n n n

n n n n n

+ * = * + = * + * -

= + - + + - = + +2 2
1 1 1

1 1 2 1 3 1
  

  :فوق خواهيم داشت ی  گذاری در معادله  حال با جای

	( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n+ * + = + + + + = + -2 21 1 3 1 2 2 1	

*نابراين ب =10 10   .می شود 120
	

	.صحيح است) ج(ی   گزينه .۲۴

x2  x  



2´تا مربع  ۱۶ به را ی شطرنج  صفحه در هر مربع  در اين صورت .کنيم   مجاور افراز می 2
´2  x خانه و اگر مقدار آنسمت راست سفيد است  -چک بالامربع کوافراز شده  2
2´ی مربع ها  ی خانه  مقدار بقيه باشد  .خواهد بود رو  هجدول روب به صورت xبرحسب  شامل آن خانه 2

x.ها در اين مربع برابر  به کل خانههای سفيد   خانهمقدار بنابراين نسبت  x x
xx x x x

+
+ + +

= »
9

8 9
2 513

7712 2 2
0 66 

  . ها در کل جدول هم برابر همين عدد است  های سفيد به کل خانه  پس نسب خانه .است
	
	

	. صحيح است) ب(ی   گزينه .۲۵

BCدانيم   دقت کنيد که طبق خواص مثلث می AB ACBE + -= که با توجه به فرض مسئله نتيجه  2

)شود که   می )AC AB AB ACBC AB AC AC AB BC BMBE - + -+ - -= = = == 2
2 2 42 پس . 2

E خط   ی وسط پاره  نقطهBM  و چونL  هم وسطAM  استK  مرکز ثقل مثلثABM  وAE 

AKدانيم که   ها می  پس با توجه به خواص ميانه. ی اين مثلث است  ميانه
AE

= 2
3 .	

	
	.صحيح است) ج(ی   گزينه .۲۶

 ،الف، ن، د"حروف سازيم که   دار به اين صورت می  جهتيک گراف 
به ازای هر بيت دو  کنيم و  را به عنوان رئوس اختيار می "ت و ی

دار   رأس مربوط به حرف ابتدايی و انتهايی آن بيت را با يالی جهت
. رسيم  رو می  با اين کار به گراف روبه. کنيم  به هم وصل می

ی بيت مربوط به آن يال   ها شماره  عددهای نوشته شده روی يال(
	.)دهد  را درصورت سؤال نشان می

شود که نفر اول يک يال   حال مشاعره در مسئله معادل با اين می
هر . کند  می   انتخاب کند و نفر بعد هر بار يالی غيرتکراری که ابتدای آن انتهای يال نفر قبلی باشد انتخاب

}های   با توجه به تقارن وجود در گراف يال. کس که نتواند يالی انتخاب کند بازنده است , , , , }1 6 10 9 و  2
}همين طور  , , , , }3 7 8 4 پس کافی است يک يال از هر دسته به عنوان يال شروع . وضعيت مشابهی دارند 5

) د(و ) ب(های   فهميم که گزينه  با توجه به اين نکته الآن می.(بازی انتخاب شود و وضعيت بازی بررسی شود
  .) توانند پاسخ مسئله باشند  نمی

کنيم در اين صورت   ادعا می. را انتخاب کند ۱ی اول مثلاً يال   از دستهابتدا فرض کنيد که نفر اول يک يال 
}نفر دوم بايد از بين . تواند برنده شود  نفر اول می , }6 را انتخاب کند نفر  ۶اگر يال . يک يال انتخاب کند 8

x92  x82  



ها بعد از سه حرکت بار   با اين انتخاب. کند  را انتخاب می ۲نفر اول يال  ،را برگزيند ۸و اگر يال  ۵اول يال 
را  ۷را انتخاب کند و بعد از آن نفر اول يال  ۳هستيم و نفر دوم اين بار مجبور است يال " الف"در رأس  ديگر

م و در اين مرحله نفر دو اي  ايم بازگشته  که قبلاً در آن بوده" ت"با اين حرکات دوباره به رأس . کند  انتخاب می
}به ناچار بايد يالی از بين  , }6 بعد نفر اول استراتژی حرکت دومش . که قبلاً انتخاب نکرده را انتخاب کند 8

ايم با اين تفاوت که اين بار انتخاب   برگشته" الف"کند و به اين صورت برای بار سوم به رأس   را تکرار می
}يال  ۵پس در . نفر اول حتماً برنده استبنابراين جديدی نداريم و  , , , , }1 6 10 9 تواند برنده   نفر اول می 2

  . شود
نفر دوم  ۳ی   يال ديگر مثلاً يال شماره ۵کنيم که در   حال ادعا می

را انتخاب  ۷در اين حالت نفر دوم يال . تواند برنده باشد  می
  . حال نفر اول برای انتخاب يال بعدی دو حالت دارد. کند  می

را  ۴دوم يال  در اين حالت نفر. را انتخاب کند ۸يال . حالت اول
را  ۵يا  ۱۰بعد از اين نفر يک يکی از دو يال . کند  انتخاب می
توان به سادگی بررسی کرد که با انتخاب هر   می. کند  انتخاب می

شود و   می  های بعدی به هر نفر تحميل  کدام از اين دو يال انتخاب
کند و بنابراين نفر اول   ين يال را نفر دو استفاده میپس آخر. شوند  ها استفاده می   ی يال  ها همه  يال   با انتخاب
  .ای برای انتخاب ندارد، بازنده است  که گزينه
با اين انتخاب نفر اول . کند  را انتخاب می ۱۰در اين صورت نفر دوم يال . را انتخاب کند ۶يال . حالت دوم

. شود را برگزيند  خارج می" ن"الی که از رأس ی بعد نفر دوم بايد ي  را انتخاب کند و در مرحله ۹مجبور از يال 
توان چک کرد که حرکات بعدی به دو نفر به تحميل   را انتخاب کند، مشابه حالت قبل می ۲اگر نفر دوم يال 

  .شود نفر دوم پيروز شود  شود که اين باعث می  ها استفاده می  ی يال  شود و در نهايت همه  می
  

}يال  ۵ز پس در کل نفر اول با شروع ا , , , , }1 6 10 9   . ی بازی باشد  تواند برنده  می 2
  
	

	. صحيح است) ه(ی   گزينه .۲۷
 های   مجموعهتوان    می ها  هر کدام از اين مجموعهبا استفاده از 
دقت برای اين منظور کافی است . را پديد آورد مجزای زير

اجتماع و با استفاده از توانيم    کنيد که عمل اشتراک را می
تا هستند  ۸ها    کل اين زيرمجموعهتعداد . داشته باشيم کملم



يک ناحيه ( .اند   های مختلف مشخص شده   ها در شکل با رنگ   وعهمجماين زير. همگی از هم مجزا هستند که
	.)بيرونی هم هست که با رنگ سفيد مشخص شده است

جديد ايجاد  ی  يک مجموعه مجموعه ۸اين ز خواه ا  لتوانيم با کنار هم قرار دادن هر تعداد د  میما حال 
 کل تعدادپس  .آيد  ه دست میمجموعه بيک زرد و نارنجی و آبی  ی  با اجتماع زير مجموعه مثلاً .کنيم

	.است ۲۸ممکن برابر ای ه  مجموعه
	

	.صحيح است) ه(ی   گزينه .۲۸
ها دو دايره خارج از هم قرار   بين مرکزهای آنی   ها و فاصله  به طول شعاع دايره  ابتدا دقت کنيد که با توجه

از   هستند که هر خط گذرنده ها  خارج از دايره کنيم نواحی رنگی شکل زير تنها نقاطی  حال ادعا می. دارند
های داخلی و خارجی دو   مشترک   های رسم شده مماس  خط(. کند  ها حداقل يکی از دو دايره را قطع می  آن

  .) دايره هستند

	
MCC1های   ای درون مثلث  ابتدا دقت کنيد که اگر نقطه MFF1و يا  2 باشد خط واصل بين آن نقطه و  2

M ای هم بيرون از دو دايره و چهارضلعی   اگر نقطه. کند  ها را قطع نمی  کدام از دايره هيچA BA B1 2 2 باشد  1
ای درون  اگر هم نقطه. ها را قطع نکند  کدام از دايره  توان از آن نقطه خطی گذرند که هيچ  می  به راحتی

MDE1های   های مثلث    های خارج از دايره  قسمت MDو  1 E2 تر از آن   ی نزديک  خط مماس بر دايره. باشد 2
توان اين خط   حال می. ی ديگر اشتراکی ندارد  کند و با دايره  نقطه تنها در يک نقطه آن دايره را قطع می

ای   دهيم که اگر نقطه  حال نشان می. تر را هم قطع نکند  ی نزديک  مماس را اندکی تغيير داد طوری که دايره



Cی رنگی مثلاً قسمت رنگی درون مثلث در يکی از نواح AD2 2 کم يکی از   باشد هر خط گذرا از آن دست 2
  . کند  ها را قطع می  دايره

  .کنيم  برای اين منظور از لم زير استفاده می
يا از يک رأس و يک ضلع مثلث عبور  Xخط گذرا از  هر. قرار دارد ABCدرون مثلث  Xی   نقطه. لم
  . کند  کند يا دقيقاً دو ضلع را قطع می  می

  . شود می انجام  Xخطِ خط گذرنده از  اثبات اين لم به سادگی و با در نظر گرفتن دو نيم
  

Cی رنگی مثلث   ای را درون ناحيه  ی اصلی نقطه  حال در مسئله AD2 2 خواه گذرنده از آن   و يک خط دل 2
  . نقطه را در نظر بگيريد

  
AD2اگر ضلع  پس فرض . تقاطع دارد O2ی به مرکز   را قطع کند يا از يکی از رئوس مثلث بگذرد با دايره 2

AD2کنيد خط با  AC2بنابراين بايد دو ضلع . اشتراکی ندارد 2 DC2و  2 حال دقت کنيد که . را قطع کند 2
Cجا که اين خط با   از آن E2 ACای درون مثلث   تقاطع دارد بايد شامل نقطه 1 E1 2 دقت کنيد که . باشد 1

Cاين خط با ضلع  E2 Cاز اين مثلث تقاطع دارد ولی با ضلع  1 A2 زيرا تقاطع اين خط با .(تقاطع ندارد 1
Cخط شامل  A2 AC2خط   در پاره 1 AC1بنابراين طبق لم بالا اين خط به ناچار بايد با ضلع .) است 2 1 

با توجه به تقارن شکل اثبات . کند  را قطع می O2ی به مرکز   اشتراک داشته باشد و بنابراين اين خط دايره
  .شود  شده هم مشابه است و بنابراين اثبات درستی ادعا کامل می  ديگر نواحی رنگادعا برای 



برای اين منظور دقت کنيد . ی شکل را محاسبه کنيم  شده  ی رنگ  بنابراين کافی است مساحت چهار ناحيه
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  :ی مورد نظر داريم  ی مساحت ناحيه  پس برای محاسبه
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	. صحيح است) د(ی   گزينه .۲۹

به اين ترتيب . نمايش دهيم ۴و  ۳، ۲، ۱ی   های مورد استفاده را با چهار شماره  فرض کنيد رنگ. حل اول  راه
´ی بالا راست جدول   آميزی چهارخانه برای رنگ ´ ´ =3 24 1 ض کنيد چهار فر. حالت داريم 24

  . ی بالا سمت راست جدول به صورت زير رنگ شده باشند خانه
      ۴  ۱  
      ۳  ۲  
          
          

و  ۲ی اول سطر چهارم بايد شامل   و دو خانه ۴و  ۱ی اول سطر سوم بايد شامل   در اين صورت برای دو خانه
آميزی شوند مسئله را   توانند رنگ  های مختلفی که اين چهار خانه می  حال بر حسب حالت. باشند ۳

  . کنيم  بندی می  حالت
  . حالت اول

      ۴  ۱  
      ۳  ۲  
      ۱  ۴  
      ۳  ۲  



2´ی دوم از ستون سوم در سه مربع   در اين حالت خانه باشد  ۳و  ۴، ۱تواند برابر   حاضر است، پس نمی 2
های اين ستون و با استدلال   ی خانه  توان رنگ بقيه  با مشخص شدن اين خانه می. است ۲و لذا به ناچار 
  . تا مشخص کرد  يک های جدول را به طور  ی خانه  مشابه رنگ بقيه

   



  
  . حالت دوم

      ۴  ۱  
      ۳  ۲  
      ۱  ۴  
      ۲  ۳  

ی دوم از   ابتدا خانه.(شود  تا تعيين می  ی جدول به طور يک  در اين حالت هم کاملاً مشابه حالت اول رنگ بقيه
  ) ی جدول  های اين ستون و به همين شکل بقيه  ی خانه  باشد، سپس بقيه ۲ستون سوم که بايد برابر 

  
  . حالت سوم

      ۴  ۱  
      ۳  ۲  
      ۴  ۱  
      ۲  ۳  

شود با اين تفاوت که ابتدا رنگ   تا تعيين می  ی جدول به طور يک  های قبلی بقيه  اين حالت هم مشابه حالت
  . شود  ی سوم از ستون سوم مشخص می  خانه

  
  . حالت چهارم

      ۴  ۱  
      ۳  ۲  
      ۴  ۱  
      ۳  ۲  

با انتخاب رنگ اين خانه رنگ . داريم ۲و  ۱ی اول ستون سوم دو حالت   در اين جا برای انتخاب رنگ خانه
های   ی خانه  ی اول ستون چهارم که رنگ کليه  سپس برای انتخاب رنگ خانه. شود  ی ستون تعيين می  بقيه

ی اول ستون پنجم   نتخاب رنگ خانهدر نهايت برای ا. داريم ۴و  ۳کند هم دو حالت   اين ستون را تعيين می
پس در اين حالت . شود  با انتخاب رنگ اين خانه ستون پنجم هم تعيين می. را داريم ۲و  ۱هم دو حالت 

  . حالت داريم ۸آميزی جدول  برای رنگ
  



)ی اوليه   خانه ۴بنابراين در کل با توجه به انتخاب رنگ  )´ + + + = ´ =1 1 1 8 24 112 24 264 
  . حالت داريم

  
ی سطرها يک در ميان   های همه  توان به سادگی نشان داد که در هر چنين جدولی يا خانه  می. حل دوم  راه

های يک سطر به صورت يک در ميان رنگ شده   به علاوه اگر خانه. ها  ی ستون  های همه  اند يا خانه  شده  رنگ
در ميان رنگ شده باشند و حکم مشابه برای ی سطرها بايد يک   های همه  توان نشان داد که خانه  باشند می

صورت يک ه های آن ب  هايی را بشماريم که سطرها يا ستون  جدولپس بايد تعداد . ها هم درست است  ستون
   .ميان رنگ شده اند در

 حالت برای رنگ ۳اول و ی   خانهبرای رنگ  حالت ۴سطر اول  در. ها يک در ميان باشند  در حالتی که سطر
هم  حالت و سطر چهارم ۲حالت و سطر سوم نيز  ۲برای سطر دوم  .حالت ۱۲شود   ی دوم داريم که می  خانه

	.شود  حالت می ۹۶که در کل . حالت ۲
	

حالت برای  ۳اول و ی   خانهحالت برای رنگ  ۴برای ستون اول : ها يک در ميان باشند  در حالتی که ستون
حالت و ستون  ۲حالت و ستون سوم نيز  ۲برای ستون دوم . حالت ۱۲شود   داريم که می دومی   خانهرنگ 

  .شود  حالت می ۱۹۲ستون آخر که در کل  چنين  حالت و هم ۲چهارم هم 
 ی  حالت، خانه ۴گوشه سمت چپ  ی  در خانه هايی که هم سطر و هم ستون آن ها يک در ميان است   جدول
 ۲۴ها   و بنابراين تعداد آن شوند  تا تعيين می  يه به طور يکحالت دارد و بق ۲حالت و خانه زيرين آن  ۳مجاور 
  . است

  : آيد  ها به کمک اصل شمول و عدم شمول به دست می  در نهايت تعداد کل جدول

      - + =24 192 96 264   
  

	
	. صحيح است) د(ی   گزينه .۳۰

) ی  اگر نقطه که عنیبه اين م ؛شوند  به دليل تقارن حذف می) ه(و  )الف(های   گزينه , )a b  در هر کدام از
) ی  ها صدق کند نقطه  اين معادله , )b a ها بايد نسبت به   ودار جواب آنبايد نم بنابراين. کند  صدق می هم

  . ساز ربع اول و سوم محورهای مختصات متقارن باشد که نمودار مسئله اين طور نيست   يمن
yقرار دهيم  ی اين گزينه اين است که اگر در معادله )ب( ی  دليل رد گزينه = معادله به صورت  0

cos x x+ =2 که در اين رابطه  xير ع زوج است يعنی به ازای جميع مقادآيد که يک تاب  در می 2



را قطع کرده نسبت به خط  xکه نمودار محور  يعنی بايد نقاطی. کند نيز صدق می -xکند   صدق می
	.چنين نيستنمودار صورت سؤال ها متقارن باشد که yمحور 

xاين است که اگر در معادله قرار دهيم  )ج( ی  گزينهدليل رد  = yمعادله به صورت  0 = تبديل  1
ها را بايد تنها در يک نقطه قطع  yمحور  ی مربوط به اين گزينه بايد  جواب رابطه ی  يعنی مجموعه ،شود  می

  . گونه نيست  شده در صورت سؤال اين  کند که باز هم نمودار رسم
  .صحيح استماند که   باقی می )د( ی  شوند و تنها گزينه  گزينه رد می ۴پس اين 
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